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Introduction

Ce livre est le troisième volume d’une série qui doit, à terme, couvrir l’ensemble des notions du premier
cycle universitaire en mathématiques, tout en débordant largement sur le deuxième cycle. Il sera donc utile
aux étudiants en licence ou en classes préparatoires scientifiques, ainsi qu’aux étudiants en master, y compris
ceux préparant le CAPES ou l’agrégation (dont les programmes sont également très largement couverts par
cette série d’ouvrages) 1. Les enseignants y trouveront aussi de nombreux éléments leur permettant de préparer
leurs cours, ou de compléter leurs connaissances dans des domaines qui ne leur sont pas familiers.

De manière plus générale, cette série d’ouvrages pourra être utile à toute personne s’intéressant aux ma-
thématiques actuelles (les mathématiques du XXIe siècle auxquelles fait référence le titre 2). Elle devrait, en
théorie, être accessible même sans connaissance préalable. En effet, les mathématiques sont prises à leur
début et les différents concepts progressivement construits, chaque définition, théorème et démonstration ne
faisant appel qu’à ce qui a été défini précédemment. Ce principe général aura cependant quelques exceptions :
je pourrai, pour des raisons didactiques (notamment dans les remarques et exemples), ou par volonté de syn-
thèse, être parfois amené à faire référence à des notions postérieures. À noter aussi que je suivrai un ordre me
permettant d’enchaîner logiquement les différentes notions, mais qui n’est pas nécessairement l’ordre que l’on
pourrait trouver dans un cursus universitaire, c’est-à-dire, par exemple, que certains éléments apparaissant
dans les premiers volumes, peuvent être enseignés traditionnellement dans des classes de troisième année
de licence, voire au-delà. Néanmoins les chapitres peuvent être largement indépendants, et la compréhension
d’un chapitre donné n’est pas toujours nécessaire à la compréhension de ceux qui suivent. Par ailleurs, lorsque
cela peut être utile, les prérequis principaux seront indiqués au début d’une section 3.

Chaque ouvrage se veut à la fois
• didactique, avec des preuves très détaillées, des explications informelles, et de nombreux exemples et

contre-exemples ;
• complet, voire encyclopédique, avec un exposé de nombreuses notions, des théorèmes tous démontrés, et

de nombreux détails historiques (notamment sur l’origine des notations et du vocabulaire mathématique) ;
• synthétique, avec en particulier la volonté de multiplier les points de vue ; par exemple, les sujets pourront

être abordés de façon à la fois formelle et informelle, et il pourra arriver que je donne plusieurs définitions
équivalentes d’un même concept, ou plusieurs preuves d’un même théorème.
J’ai décidé de ne pas inclure de bibliographie, qui ne serait qu’une très longue liste de documents, et

dont l’intérêt serait limité, sachant que dans cet ouvrage, tous les termes sont définis, tous les théorèmes
sont prouvés, et mon lectorat peut ainsi vérifier par lui-même tous les résultats. Les affirmations non justi-
fiées (par exemple les remarques historiques) et certaines démonstrations sont directement sourcées dans les
notes de bas de page. Cependant, pour les remarques portant sur l’origine du vocabulaire et des notations, je
n’indiquerai pas à chaque fois mes sources principales, qui sont

1. Ou des cursus équivalents, pour mon lectorat francophone non français.
2. Le début du titre faisant par ailleurs référence aux Éléments d’Euclide, et aux Éléments de Mathématique de Bourbaki, deux

œuvres partageant avec la présente série la volonté d’exposition des savoirs selon un ordre logique précis, à partir d’axiomes donnés.
3. Les différents prérequis indiqués ne correspondent ni à un minimum, ni à un maximum à connaître pour comprendre la section

en cours, mais doivent être pris comme une aide pour identifier, parmi les notions abordées précédemment, celles pouvant être utiles.
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• Jeff MILLER. Earliest Uses of Some Words of Mathematics. URL : https : / / mathshistory . st -
andrews.ac.uk/Miller/mathword/

• Jeff MILLER. Earliest Uses of Various Mathematical Symbols. URL : https://mathshistory.st-
andrews.ac.uk/Miller/mathsym/

• Florian CAJORI. A history of mathematical notations. The Open Court Publishing Co., 1928-1929
Je précise que les sources indiquées ne sont pas nécessairement exhaustives (je peux par exemple donner
uniquement une source simple d’accès, ce qui est le cas des précédentes), et que dans la mesure du possible,
je vérifie et recoupe toutes les informations, y compris les références données par ces différentes sources.
Par ailleurs, les citations issues de textes non francophones feront automatiquement l’objet d’une traduction
personnelle, sans que je le précise non plus à chaque fois.

On notera aussi qu’aucun paragraphe ne commence par « exercice », ce qui ne veut pas dire que les lecteurs
ne disposent d’aucun matériel pour s’exercer : les exemples ainsi que les nombreux théorèmes peuvent être
considérés comme autant d’exercices corrigés (beaucoup d’énoncés que l’on trouve fréquemment dans la
littérature sous l’intitulé exercice se trouvent ici sous l’intitulé théorème). Ainsi, chaque théorème étant suivi
d’une preuve complète, il n’y aura pas dans cette série d’ouvrages d’expressions comme « la preuve est laissée
en exercice », « le lecteur prouvera lui-même que. . . », et autres « on démontre facilement que. . . ».

Quelques algorithmes, implémentés en langage python, sont inclus dans cet ouvrage. Non seulement ce
langage a un certain nombre d’avantages intrinsèques (simple, libre et gratuit, multiplateforme,. . .), mais
il est aussi privilégié dans l’enseignement en France (que ce soit dans le secondaire ou le supérieur). Je
précise néanmoins que ces scripts python sont de simples illustrations permettant de faire fonctionner les
algorithmes dans des cas simples, et en aucun cas ne sont des exemples de code optimisé pour tel ou tel
usage. En particulier, je ne tiens pas compte de contraintes purement informatiques (temps de calcul, mémoire
utilisée,. . .), je ne vérifie pas la cohérence des données en entrée (la vérification doit se faire en amont), et je
ne ferai appel qu’à des types de données basiques (et sans définir de nouvelles classes) : entiers, chaînes de
caractères, booléens, et listes.

Les quatre premiers volumes de cette série traitent des fondements modernes des mathématiques. Je
prends cette expression dans un sens un peu général : au-delà de son acception la plus usuelle (comprenant,
pour faire simple, la logique mathématique et la théorie des ensembles), j’inclus d’autres sujets comme la
construction des ensembles classiques de nombres (ensembleℕ des entiers naturels, ensembleℝ des nombres
réels,. . .) ou l’étude de certaines structures algébriques de base (comme les groupes ou les anneaux).

Le premier volume traite essentiellement de la notion de logique mathématique, et le deuxième de la
théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel. Ce troisième volume est consacré à
• des compléments de théorie des ensembles : quelques généralités dans le chapitre 1, puis étude de la notion

d’ordinal (qui étend le principe permettant d’ordonner un ensemble fini) et de celle de cardinal (qui étend
le principe permettant de dénombrer un ensemble fini), dans les chapitres 5 et 6 (les cardinaux ont déjà
été introduits de façon axiomatique dans le volume 2, ils sont ici construits, de façon classique, comme
des ordinaux particuliers) ; enfin le chapitre 7 donne deux exemples de théories alternatives des ensembles
(autres que la théorie standard de Zermelo-Fraenkel exposée dans le volume 2) : les théories des classes
(très semblables) de von Neumann-Bernays-Gödel (NBG) et de Morse-Kelley (MK), et la théorie New
Foundations with Urelements [Nouveaux Fondements avec Uréléments] (ou NFU) ;

• des compléments d’algèbre et de mathématiques discrètes, qui concernent les groupes et les anneaux dans
les chapitre 2 et 4 (notamment la notion d’anneau quotient, permettant la construction des anneaux ℤ∕nℤ
des entiers modulo n), et la théorie élémentaire des nombres (divisibilité dans ℕ et ℤ, pgcd et ppcm. . .)
dans le chapitre 3 ;

• l’introduction de différentes théories mathématiques plus avancées : la théorie des modèles (chapitre 8),
qui étudie les relations pouvant exister entre des théories formelles et certaines structures algébriques, la
théorie de la calculabilité (chapitre 9), qui s’intéresse à la formalisation du concept d’algorithme et permet
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de démontrer certains théorèmes dits de limitation (comme les théorèmes d’incomplétude de Gödel), et
la théorie des catégories et plus précisément celle des topos (chapitres 10 et 11), qui sera le cadre dans
lequel je présenterai une autre théorie alternative des ensembles, la théorie élémentaire de la catégorie des
ensembles (ou ETCS) de William Lawvere.
Le quatrième volume sera consacré à des compléments de mathématiques discrètes (théorie des nombres,

analyse combinatoire, introduction à la théorie des graphes), à des compléments sur les différentes structures
algébriques, à la construction des autres ensembles classiques de nombres (ensemble ℚ des rationnels, en-
semble ℝ des réels,. . .), à la présentation de structures linéaires et topologiques, et à l’introduction de la
théorie homotopique des types (qui permet un autre fondement formel alternatif des mathématiques).
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Vocabulaire, notations et rappels

Je renvoie mon lectorat au premier volume pour quelques remarques introductives concernant le vocabu-
laire et les notations. Je ne rappellerai ici que quelques usages qui peuvent être peu répandus, voire personnels
(les notations classiques ne feront pas l’objet d’un rappel systématique, mais peuvent être trouvées dans la
liste des symboles à la fin de cet ouvrage), ainsi que quelques principes vus dans les volumes précédents.
1. En ce qui concerne l’égalité, qui a en mathématiques un sens parfois subtil, je fais la distinction entre

égalité, égalité par définition, et affectation :
• égalité :

A = B

(« A est égal à B »)
signifie : les objets A et B sont identiques.

• égalité par définition :
A def≡ B

(« A est égal, par définition, à B »)
signifie : on donne par définition, à l’objet B, le nom A.

• affectation :
A ∶≡ B

(« A prend la valeur B »)
signifie : la variable A prend la valeur B. Il s’agit en quelque sorte d’une affectation, dans le sens infor-
matique du terme.

2. Dans une formule, ⃖⃗x représente une liste de variables x1,… , xn, pour un entier n indéterminé. De plus, je
peux noter simplement « et » le connecteur logique pour la conjonction, à la place de la notation usuelle
(∧), et « ou » le connecteur logique pour la disjonction, à la place de la notation usuelle (∨), ce qui donne,
appliqué à deux propositions P et Q :

P ∧Q ou P etQ
P ∨Q ou P ouQ

Le connecteur pour la négation est noté ¬, celui pour l’implication ⟹ et celui pour l’équivalence ⟺ ,
ce qui donne pour ces trois autres connecteurs logiques classiques :

¬P (« non-P »)
P ⟹ Q (« P implique Q »)
P ⟺ Q (« P est équivalent à Q »)

3. Le symbole ≡ désigne l’équivalence (sémantique ou syntaxique) de deux formules, dans le sens suivant :
si Γ est une théorie donnée (en général implicite)

ℱℱℱ ≡Γ GGG ou juste ℱℱℱ ≡ GGG
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signifie
Γ ⊢ ℱℱℱ ⟺ GGG

ce qui équivaut aussi à
{

Γ,ℱℱℱ ⊢ GGG
Γ,GGG ⊢ ℱℱℱ

le symbole ⊢ (conséquence syntaxique, c’est-à-dire inférence du système de déduction), pouvant être rem-
placé par le symbole ⊧ (conséquence sémantique). Cette formulation me permet en particulier de noter

ℱℱℱ ≡ GGG ≡ℋℋℋ

pour signifier
{

Γ ⊢ ℱℱℱ ⟺ GGG

Γ ⊢ GGG ⟺ ℋℋℋ

4. Je note ⊆ la relation d’inclusion et ⊂ la relation d’inclusion stricte : pour tous les ensembles A et B
A ⊆ B def≡ ∀x ∈ A, x ∈ B

A ⊂ B def≡ A ⊆ B et A ≠ B

Si A ⊆ B (respectivement A ⊂ B), on dit que A est un sous-ensemble (respectivement un sous-ensemble
strict), ou une partie (respectivement une partie stricte), de B.

5. Pour tout ensembleA, j’appellerai relation d’arité n, ou prédicat d’arité n, toute partie P deAn, et je pourrai
noter indifféremment

(x1,… , xn) ∈ P ou P (x1,… , xn)

La donnée d’une relation équivaut à celle de sa fonction indicatrice (ou fonction caractéristique)

�P ∶

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

An ⟶ {0, 1}

(x1,… , xn)⟼

{

1 si (x1,… , xn) ∈ P
0 sinon

Ainsi pour tous les éléments x1,… , xn de A, les trois expressions suivantes sont équivalentes
(x1,… , xn) ∈ P P (x1,… , xn) �P (x1,… , xn) = 1

de même que les trois expressions suivantes :
(x1,… , xn) ∉ P ¬P (x1,… , xn) �P (x1,… , xn) = 0

6. Une fonction A
f // B est définie entièrement sur A (fonction est synonyme de application, terme que

je n’utilise pas). Si le domaine de ce que j’ai appelé une relation fonctionnelle peut être strictement inclus
dans A, il s’agit alors d’une fonction partielle de A dans B.

7. Pour toute fonction A
f // B je note respectivement

→
f et

←
f les fonctions suivantes :

→
f ∶

{

P (A)⟶ P (B)
X ⟼ {f (x) ∣ x ∈ X}

et
←
f ∶

{

P (B)⟶ P (A)
Y ⟼ {x ∈ A ∣ f (x) ∈ Y }

→
f (X) représente donc l’image directe de l’ensemble X par la fonction f , autrement dit ce qui est noté
plus classiquement f (X), et

←
f (Y ) représente donc l’image réciproque de l’ensemble Y par la fonction f ,

autrement dit ce qui est noté plus classiquement f−1(Y ).
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8. Pour tous les ensembles A et B je note
• A⟶ B ou BA l’ensemble des fonctions de A dans B.
• Inj(A,B) l’ensemble des injections de A dans B.
• Surj(A,B) l’ensemble des surjections de A dans B.
• Bij(A,B) l’ensemble des bijections de A dans B.
• SSSA l’ensemble des permutations de A (c’est-à-dire des bijections de A dans A).

9. Je désigne les intervalles de tout ensemble ordonné A par la même notation que pour les intervalles clas-
siques de ℝ :

[a, b]A
def≡ {x ∈ A ∣ a ⩽ x et x ⩽ b}

[a, b[A
def≡ {x ∈ A ∣ a ⩽ x et x < b}

]−∞, b]A
def≡ {x ∈ A ∣ x ⩽ b}
…

10. Pour tout ensembleA, |A| représente le cardinal deA. Les cardinaux ont pour l’instant été définis de façon
axiomatique (leur construction formelle se fera au chapitre 6), de telle sorte que pour tous les ensembles
A et B
• |A| = |B| si et seulement si A et B sont en bijection ;
• |A| ⩽ |B| si et seulement si il existe une injection de A dans B.
Le cardinal d’un ensemble fini est son nombre d’éléments. En particulier pour tout entier naturel n

|[0, n[| = |[1, n]| = n

11. L’expression A ≃ B signifie, selon le contexte, que les ensembles A et B sont en bijection, ou que l’en-
semble A, muni d’une certaine structure, et l’ensemble B, muni de la même structure, sont isomorphes.
Par exemple si (G, ∗, e) et (G′, ⋆, e′) sont deux groupes,

(G, ∗, e) ≃ (G′, ⋆, e′) ou juste G ≃ G′

signifie que les deux groupes sont isomorphes.
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Chapitre 1

Compléments sur les ensembles

1.1 Généralités sur la notion de clôture
Nous avons vu dans le volume 2 un principe général qui s’applique à différents domaines des mathéma-

tiques : on considère une partie A d’un ensemble E, un prédicat PPP sur P (E) (autrement dit une propriété
que peuvent avoir les parties de E), et l’ensemble ℰ des parties de E incluant A et vérifiant le prédicat PPP ,
autrement dit

ℰ ∶≡ {X ⊆ E ∣ A ⊆ X etPPP (X)}
Si ℰ ≠ ∅, on peut définir l’intersection Ā de cet ensemble :

Ā ∶≡
⋂

X∈ℰ
X

Si de plus Ā vérifie le prédicatPPP (ce qui est notamment le cas siPPP est stable par intersection), alors Ā est le
plus petit élément de (ℰ , ⊆), c’est-à-dire le plus petit sous-ensemble de E incluant A et vérifiant le prédicat
PPP .

C’est ainsi qu’ont été définis :
• le sous-groupe engendré par un sous-ensemble A d’un groupe G, avec le prédicat « être un sous-groupe » :

comme l’intersection de sous-groupes est un sous-groupe, l’intersection de tous les sous-groupes de G
incluant A est le plus petit sous-groupe de G incluant A.

• le sous-anneau engendré par un sous-ensemble B d’un anneau A, avec le prédicat « être un sous-anneau » :
comme l’intersection de sous-anneaux est un sous-anneau, l’intersection de tous les sous-anneaux de A
incluant B est le plus petit sous-anneau de A incluant B.

• l’idéal engendré par un sous-ensemble B d’un anneau commutatif A, avec le prédicat « être un idéal » :
comme l’intersection d’idéaux est un idéal, l’intersection de tous les idéaux de A incluant B est le plus
petit idéal de A incluant B.
Nous allons voir dans la suite de ce chapitre deux autres applications de ce principe, dit de clôture, la

clôture de relations binaires, qui correspond au cas de relations binaires (c’est-à-dire de parties d’un ensemble
produit E ×E) vérifiant certaines propriétés, et la clôture d’opérations, qui correspond au cas de parties d’un
ensemble E stables par certaines opérations (d’où l’on déduit le principe d’induction structurelle, que nous
avons vu de façon informelle dans le volume 1).
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Chapitre 1. Compléments sur les ensembles

1.2 Clôture de relations binaires

Prérequis
Les relations binaires (notamment les sections 1.5, 1.11, et 2.2 du volume 2).

Théorème 1.2.1 (Intersection de relations binaires)
Si (ℛℛℛi)i∈I est une famille non vide de relations binaires sur un ensemble E, alors l’intersection des
relations

ℛℛℛ ∶≡
⋂

i∈I
ℛℛℛi

est une relation binaire sur E, telle que pour tout x et y dans E
xℛℛℛy ⟺ ∀i ∈ I, xℛℛℛiy

De plus la relationℛℛℛ est plus forte que toutes les relationsℛℛℛi (autrement ditℛℛℛ est incluse dans toutes
lesℛℛℛi) :

∀i ∈ I,∀(x, y) ∈ E × E, (xℛℛℛy ⟹ xℛℛℛiy)

etℛℛℛ est la plus faible de toutes les relations sur E plus fortes que toutes lesℛℛℛi (autrement dit toute
relation surE incluse dans toutes lesℛℛℛi est incluse dansℛℛℛ) : siℛℛℛ′ est une relation binaire surE telle
que

∀i ∈ I,∀(x, y) ∈ E × E, (xℛℛℛ′y ⟹ xℛℛℛiy)

alors
∀(x, y) ∈ E × E, (xℛℛℛ′y ⟹ xℛℛℛy)

Preuve
Il s’agit juste d’expliciter les propriétés de l’intersection d’une famille d’ensembles. Puisque tous les ℛℛℛi sont des sous-ensembles de E ×E, leur intersection est aussi un sous-ensemble de E ×E, c’est-à-dire une relation binaire. Par définition
de l’intersection

(x, y) ∈ℛℛℛ ⟺ ∀i ∈ I, (x, y) ∈ℛℛℛi

autrement dit
xℛℛℛy ⟺ ∀i ∈ I, xℛℛℛiy

Par ailleurs, la relationℛℛℛ est la borne inférieure de {ℛℛℛi}i∈I dansP (E × E) (propriété de la borne inférieure d’une famille),
doncℛℛℛ est incluse dans tous lesℛℛℛi (autrement ditℛℛℛ est plus forte que toutes les relationsℛℛℛi), et siℛℛℛ′ est incluse dans
toutes lesℛℛℛi, alorsℛℛℛ′ ⊆ℛℛℛ (autrement dit siℛℛℛ′ est plus forte que tous lesℛℛℛi, alorsℛℛℛ′ est plus forte queℛℛℛ).

Exemple 1.2.2 (Exemples d’intersections de relations binaires)
1. Dans ℤ, l’intersection des relations de congruence modulo n (pour n ∈ ℕ∗) est la relation d’égalité,

car le seul entier divisible par tous les entiers naturels non nuls est 0, donc
xℛℛℛy ≡ ∀n ∈ ℕ∗, n ∣ (x − y) ≡ x − y = 0 ≡ x = y

2. Dans ℤ, l’intersection des relations de congruence modulo n, pour n ∈ {n1,… , np}, est la relation
de congruence modulo ppcm(n1,… , np). En effet, les lignes suivantes sont équivalentes :

xℛℛℛy
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1.2. Clôture de relations binaires

∀k ∈ [1, p], x ≡ y mod nk
∀k ∈ [1, p], nk ∣ (x − y)
ppcm(n1,… , np) ∣ (x − y)
x ≡ y mod ppcm(n1,… , np)

Théorème 1.2.3 (Conservation de propriétés de relations binaires par intersection)
1. L’intersection de relations binaires réflexives (respectivement antiréflexives, symétriques, antisy-

métriques, asymétriques, transitives) est réflexive (respectivement antiréflexive, symétrique, antisy-
métrique, asymétrique, transitive).

2. L’intersection de relations d’ordre (respectivement de préordre, d’ordre strict, d’équivalence) est
une relation d’ordre (respectivement de préordre, d’ordre strict, d’équivalence).

Preuve
1.

• Si (ℛℛℛi)i∈I est une famille de relations binaires réflexives sur E, alors pour tout x ∈ E et pour tout i ∈ I , (x, x) ∈ℛℛℛi,donc
(x, x) ∈

⋂

i∈I
ℛℛℛi =ℛℛℛ

ce qui signifie par définition queℛℛℛ est réflexive.
• Si (ℛℛℛi)i∈I est une famille de relations binaires antiréflexives, alors pour tout x ∈ E, on a (x, x) ∉ ℛℛℛ car sinon (x, x)

serait un élément de tous lesℛℛℛi (on peut noter qu’il suffit qu’une des relationsℛℛℛi soit antiréflexive pour queℛℛℛ le soit).
• Enfin, faisons l’hypothèse que (ℛℛℛi)i∈I est une famille de relations binaires symétriques (le raisonnement est semblable

pour des relations antisymétriques, asymétriques, transitives). Pour tout (x, y) ∈ E × E, si (x, y) ∈ℛℛℛ alors pour tout
i ∈ I , (x, y) ∈ℛℛℛi donc (y, x) ∈ℛℛℛi, et par conséquent (y, x) ∈ℛℛℛ.

2. Comme l’intersection conserve les propriétés caractérisant les relations d’ordre (respectivement de préordre, d’ordre strict,
d’équivalence), on en déduit que l’intersection de relations d’ordre (respectivement de préordre, d’ordre strict, d’équiva-
lence) est une relation d’ordre (respectivement de préordre, d’ordre strict, d’équivalence).

Remarque 1.2.4 : Si (ℛℛℛi)i∈I est une famille de relations binaires totales, leur intersection ne l’est pas né-
cessairement. Par exemple, sur {0, 1}, les relations binaires

{(0, 0), (1, 1), (0, 1)} et {(0, 0), (1, 1), (1, 0)}

sont totales, mais leur intersection
ℛℛℛ ∶≡ {(0, 0), (1, 1)}

ne l’est pas, car (0, 1) ∉ℛℛℛ et (1, 0) ∉ℛℛℛ.

Définition 1.2.5 (Clôture transitive, clôture réflexive transitive, relation d’équivalence engendrée)
On considère une relation binaireℛℛℛ sur un ensemble E.
1. On appelle clôture transitive deℛℛℛ la plus petite (au sens de l’inclusion) des relations transitives

incluantℛℛℛ. C’est l’ensemble ℛ̄ℛℛ que l’on peut définir des deux façons équivalentes suivantes :
• Définition de haut en bas : ℛ̄ℛℛ est l’intersection de toutes les relations transitives incluantℛℛℛ.
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• Définition de bas en haut :
ℛ̄ℛℛ =

⋃

n∈ℕ
ℛℛℛn

où (ℛℛℛn)n∈ℕ est définie par récurrence :
{

ℛℛℛ0 =ℛℛℛ
ℛℛℛn+1 =

{

(x, y) ∈ E × E ∣ ∃z ∈ E, xℛℛℛz et zℛℛℛny
}

Ce qui équivaut aussi à

xℛ̄ℛℛy ⟺ ∃n ∈ ℕ,∃(x0,… , xn+1) ∈ En+2

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

x0 = x
xn+1 = y
∀i ∈ [0, n], xiℛℛℛxi+1

2. On appelle clôture réflexive transitive de ℛℛℛ la plus petite (au sens de l’inclusion) des relations
réflexives et transitives incluantℛℛℛ. C’est l’ensemble ℛ̄ℛℛ que l’on peut définir des deux façons équi-
valentes suivantes :
• Définition de haut en bas : ℛ̄ℛℛ est l’intersection de toutes les relations réflexives et transitives

incluantℛℛℛ.
• Définition de bas en haut :

ℛ̄ℛℛ =

(

⋃

n∈ℕ
ℛℛℛn

)

∪ {(x, x) ∣ x ∈ E}

(où (ℛℛℛn)n∈ℕ est définie comme précédemment), ce qui équivaut donc aussi à

xℛ̄ℛℛy ⟺ (x = y) ou
⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

∃n ∈ ℕ,∃(x0,… , xn+1) ∈ En+2

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

x0 = x
xn+1 = y
∀i ∈ [0, n], xiℛℛℛxi+1

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

ou encore à

xℛ̄ℛℛy ⟺ ∃n ∈ ℕ,∃(x0,… , xn) ∈ En+1

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

x0 = x
xn = y
∀i ∈ [0, n[, xiℛℛℛxi+1

3. On appelle relation d’équivalence engendrée parℛℛℛ la plus petite (au sens de l’inclusion) des rela-
tions d’équivalence incluantℛℛℛ. C’est l’intersection de toutes les relations d’équivalence incluant
ℛℛℛ.

Preuve
1. Définitions de haut en bas : toute relationℛℛℛ sur E est incluse dans la relation E × E (l’ensemble de tous les couples

de E × E est un cas particulier de relation binaire), qui est transitive, réflexive, symétrique (donc c’est aussi une relation
d’équivalence), ce qui montre que l’ensemble des relations transitives (respectivement réflexives et transitives, d’équi-
valence) incluantℛℛℛ n’est pas vide, et permet de définir son intersection ℛ̄ℛℛ. D’après le théorème précédent, ℛ̄ℛℛ est une
relation transitive (respectivement réflexive et transitive, d’équivalence) et par conséquent c’est la plus petite des relations
transitives (respectivement réflexives et transitives, d’équivalence) incluantℛℛℛ (principe général de définition par clôture).
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1.6. Compléments sur les relations d’ordre de type lexicographique

Définition 1.6.10 (Ordre lexicographique et antilexicographique sur des ensembles de fonctions)
On considère un ensemble ordonné A et un ensemble totalement ordonné B.
1. On appelle ordre lexicographique strict sur B ⟶ A, la relation d’ordre strict <ℒℒℒ suivante :

f <ℒℒℒ g def≡ ∃b ∈ B,

{

f (b) < g(b)
∀x < b, f (x) = g(x)

2. On appelle ordre antilexicographique strict sur B ⟶ A, la relation d’ordre strict <AAA suivante :

f <AAA g def≡ ∃b ∈ B,

{

f (b) < g(b)
∀x > b, f (x) = g(x)

Remarque 1.6.11 : Dans le cas lexicographique, l’élément b est tel que
b = min{x ∈ B ∣ f (x) ≠ g(x)}

et dans le cas antilexicographique, il est tel que
b = max{x ∈ B ∣ f (x) ≠ g(x)}

Même si les Ai sont des ensembles totalement ordonnés, les ordres lexicographique et antilexicogra-
phique définis sur ∏

i∈I
Ai ne sont pas nécessairement totaux. En effet, on déduit de la définition que deux

éléments distincts (xi)i∈I et (yi)i∈I sont comparables pour l’ordre lexicographique (respectivement antilexi-
cographique) si et seulement si {i ∈ I ∣ xi ≠ yi

} admet un plus petit élément (respectivement un plus grand
élément) m. L’ordre sur les Ai étant total, on a alors xm < ym ou ym < xm.

Par exemple, si on se place dans l’ensemble ℤ− ⟶ {0, 1}, alors pour l’ordre lexicographique les fonc-
tions

f ∶

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

ℤ− ⟶ {0, 1}

n⟼

{

0 si n est pair
1 si n est impair

et g∶

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

ℤ− ⟶ {0, 1}

n⟼

{

1 si n est pair
0 si n est impair

ne sont pas comparables (car l’ensemble {x ∈ ℤ− ∣ f (x) ≠ g(x)
} n’a pas de plus petit élément), ce que l’on

peut aussi visualiser ainsi :
f ∶ …1, 0, 1, 0, 1, 0
g ∶ …0, 1, 0, 1, 0, 1

Si on se place dans l’ensemble ℕ ⟶ {0, 1}, alors pour l’ordre antilexicographique les fonctions

f ∶

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

ℕ ⟶ {0, 1}

n⟼

{

0 si n est pair
1 si n est impair

et g∶

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

ℕ ⟶ {0, 1}

n⟼

{

1 si n est pair
0 si n est impair

ne sont pas comparables (car l’ensemble {x ∈ ℕ ∣ f (x) ≠ g(x)} n’a pas de plus grand élément), ce que l’on
peut aussi visualiser ainsi :

f ∶ 0, 1, 0, 1, 0, 1,…
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Chapitre 1. Compléments sur les ensembles

g ∶ 1, 0, 1, 0, 1, 0,…

Mais il suffit d’ajouter quelques conditions simples pour obtenir un ordre total. Une première façon de
faire est de munir le domaine d’un bon ordre :

Théorème 1.6.12 (Ordre (anti)lexicographique total sur un produit)
On considère un ensemble totalement ordonné I et une famille d’ensembles totalement ordonnés
(Ai)i∈I .
1. Si toute partie non vide de I admet un plus petit élément (autrement dit si (I,⩽I ) est bien ordonné),

alors l’ordre lexicographique sur∏
i∈I

Ai est total.
2. Si toute partie non vide de I admet un plus grand élément (autrement dit si (I,⩾I ) est bien ordonné),

alors l’ordre antilexicographique sur∏
i∈I

Ai est total.

Preuve
1. Pour toutes familles distinctes (xi)i∈I et (yi)i∈I de

∏

i∈I
Ai, l’ensemble {i ∈ I ∣ xi ≠ yi

} est non vide, donc admet un plus
petit élément m (puisque I est bien ordonné). On en déduit que (xi)i∈I et (yi)i∈I sont comparables (si xm < ym alors
(xi)i∈I <ℒℒℒ (yi)i∈I , et si xm > ym alors (xi)i∈I >ℒℒℒ (yi)i∈I ), et par conséquent l’ordre lexicographique sur

∏

i∈I
Ai est bien

total.
2. Si toute partie non vide de I admet un plus grand élément (pour ⩽I ), cela signifie que I muni de l’ordre inverse ⩾I est

bien ordonné. Il suffit alors d’appliquer le résultat précédent, car la définition de l’ordre antilexicographique sur ∏
i∈I

Ai

lorsque I est muni de ⩽I , correspond à la définition de l’ordre lexicographique sur ∏
i∈I

Ai lorsque I est muni de l’ordre
inverse ⩾I .

Théorème 1.6.13 (Corollaire 1)
Pour tout ensemble fini totalement ordonné I et toute famille d’ensembles totalement ordonnés (Ai)i∈I ,
les relations ⩽ℒℒℒ et ⩽AAA définies sur∏

i∈I
Ai sont des relations d’ordre total.

Preuve
Il suffit d’appliquer le théorème précédent, puisque dans un ensemble fini totalement ordonné, toute partie non vide admet
un plus petit et un plus grand élément.

Théorème 1.6.14 (Corollaire 2 : ordre (anti)lexicographique total sur B ⟶ A)
On considère deux ensembles totalement ordonnés A et B.
1. Si toute partie non vide de B admet un plus petit élément (autrement dit si (B,⩽) est bien ordonné),

alors l’ordre lexicographique sur B ⟶ A est un ordre total.
2. Si toute partie non vide deB admet un plus grand élément (autrement dit si (B,⩾) est bien ordonné),

alors l’ordre antilexicographique sur B ⟶ A est total.
Preuve
Il s’agit d’un cas particulier du cas général (où la famille (Ai)i∈I est constante).
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Chapitre 2

Compléments sur les anneaux

2.1 Rappels et propriétés diverses

Je rappelle d’abord brièvement quelques points en rapport avec les anneaux : à tout anneau (A,+,×, 0A, 1A)
correspond le groupe additif sous-jacent (A,+, 0A) et le groupe multiplicatif (A×,×, 1A) des éléments inver-
sibles. Un anneau trivial est un anneau n’ayant qu’un élément (ou de manière équivalente, un anneau dans
lequel 0A = 1A). Un anneau ordonné est un anneau muni d’une relation d’ordre compatible avec l’addition,
et avec la multiplication par un élément positif (ce qui équivaut à la stabilité des éléments positifs par multi-
plication). On a dans un anneau ordonné la règle des signes usuelles (le produit de deux éléments positifs, ou
de deux éléments négatifs, est positif, et le produit d’un élément positif et d’un élément négatif est négatif).
Un anneau totalement ordonné est un anneau ordonné pour lequel la relation d’ordre est totale ; on a alors no-
tamment a2 ⩾ 0A pour tout a, et 1A > 0A (si l’anneau n’est pas trivial). Dans un anneau totalement ordonné,
on peut définir la valeur absolue de tout élément a par

|a| def≡ max(a,−a) ou de façon équivalente |a| def≡

{

a si a ⩾ 0
−a si a < 0

Un corps gauche est un anneau non trivial dans lequel tout élément non nul est inversible.
Les corps et les anneaux intègres ont tous les deux été définis de façon assez semblable : ce sont des

anneaux commutatifs non triviaux, avec une propriété supplémentaire :
• dans le cas des corps : tous les éléments non nuls sont inversibles (un corps est donc un corps gauche

commutatif) ;
• dans le cas des anneaux intègres : il n’y a aucun diviseur de zéro, ce qui équivaut à dire que pour tout a et b

ab = 0A ⟺ (a = 0A ou b = 0A)

De plus dans les deux cas les éléments non nuls sont simplifiables pour la multiplication. Nous savons que
tout corps est un anneau intègre (car un élément inversible ne peut pas être un diviseur de zéro). La réciproque
n’est pas vraie dans le cas général (par exemple ℤ est un anneau intègre mais pas un corps), mais elle l’est
pour des anneaux finis :

Théorème 2.1.1 (Anneaux intègres finis)
Tout anneau intègre fini est un corps.
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2.2. Exemples de sommes classiques dans un anneau

et c’est un élément deA qui commute avec a et b. On notera en particulier que pour tout entier n, nA commute
avec tout a ∈ A, donc si l’élément nA est inversible, alors on peut définir pour tout a ∈ A

a
nA

def≡ a(nA)−1 = (nA)−1a

Attention, nA n’est pas nécessairement inversible, même dans un corps, car il est possible d’avoir nA = 0. Par
exemple, dans le corps ℤ∕3ℤ (voir la section 4.3), on a 1 + 1 + 1 = 0.

Théorème 2.1.2
Si n est un entier non nul qui divise l’entier k, et si l’élément nA de l’anneau A est inversible, alors
pour tout a ∈ A

k
n
a = k a

nA

Preuve
On a

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

(k
n
a
)

⋅ nA = n
(k
n
a
)

=
(

nk
n

)

a = ka
(

k a
nA

)

⋅ nA = k
(

a
nA

⋅ nA

)

= ka

Or nA est inversible, donc simplifiable, et par conséquent
k
n
a = k a

nA

2.2 Exemples de sommes classiques dans un anneau

Prérequis
Les calculs sur les sommes (section 4.8 du volume 2).

Commençons par deux théorèmes dont je pourrai utiliser les résultats dans certains calculs. Le premier
nous assure que si, dans un anneau, deux sommes sont telles que les termes de l’une commutent avec ceux
de l’autre, alors les deux sommes commutent :

Théorème 2.2.1
On considère des entiersm ⩽ n et p ⩽ q, et deux familles (ai)m⩽i⩽n et (bj)p⩽j⩽q d’éléments d’un anneau
A, telles que pour tout i ∈ [m, n] et tout j ∈ [p, q], ai et bj commutent. Alors

( n
∑

i=m
ai

)( q
∑

j=p
bj

)

=

( q
∑

j=p
bj

)( n
∑

i=m
ai

)

49
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Preuve
On a

(

n
∑

i=m
ai

)(

q
∑

j=p
bj

)

=
n
∑

i=m

q
∑

j=p
aibj =

n
∑

i=m

q
∑

j=p
bjai =

q
∑

j=p

n
∑

i=m
bjai =

(

q
∑

j=p
bj

)(

n
∑

i=m
ai

)

Le deuxième théorème nous permet d’étendre certains résultats sur les sommes, que nous avons démontrés
pour des produits d’éléments d’un anneau, à des termes de la forme na, où n est un entier et a un élément
d’un anneau :

Théorème 2.2.2
1. On considère deux entiersm ⩽ n, un entier k et une famille (ai)m⩽i⩽n d’éléments d’un anneau. Alors

n
∑

i=m
kai = k

n
∑

i=m
ai

2. On considère deux entiersm ⩽ n, un élément a d’un anneau et une famille (ki)m⩽i⩽n d’entiers. Alors
n
∑

i=m
kia =

( n
∑

i=m
ki

)

a

Preuve
Par récurrence sur n ⩾ m : le résultat est immédiat pour n = m (kam = kam et kma = kma), et si on fait l’hypothèse de
récurrence au rang n, alors, en faisant appel aux propriétés rappelées dans la section précédente, on a

n+1
∑

i=m
kai =

n
∑

i=m
kai + kan+1 = k

n
∑

i=m
ai + kan+1 = k

(

n
∑

i=m
ai + an+1

)

= k

(

n+1
∑

i=m
ai

)

et
n+1
∑

i=m
kia =

n
∑

i=m
kia + kn+1a =

(

n
∑

i=m
ki

)

a + kn+1a =

(

n
∑

i=m
ki + kn+1

)

a =

(

n+1
∑

i=m
ki

)

a

Théorème 2.2.3 (Factorisation de an − bn)
Pour tous les éléments a et b d’un anneau A tels que ab = ba, et pour tout entier naturel non nul n

an − bn = (a − b)
n−1
∑

k=0
ak ⋅ bn−1−k = (a − b)

n−1
∑

k=0
an−1−k ⋅ bk

autrement dit
an − bn = (a − b)(an−1 + an−2b +⋯ + abn−2 + bn−1)

Preuve
Comme a et b commutent, on a

(a − b)
n−1
∑

k=0
akbn−1−k =

n−1
∑

k=0
ak+1bn−1−k −

n−1
∑

k=0
akbn−k =

n
∑

k=1
akbn−k −

n−1
∑

k=0
akbn−k = an − bn

On obtient l’autre égalité en effectuant le changement d’indice k⟼ n − 1 − k dans la somme.
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Chapitre 3

Compléments de théorie des nombres

3.1 Compléments sur la divisibilité dans ℕ et ℤ

Prérequis
La divisibilité dans un anneau (section 2.4).

Généralités
Nous allons d’abord préciser dans cette section quelques propriétés générales de la divisibilité dans ℤ (et

dans son sous-ensemble ℕ), en reprenant notamment l’étude de la divisibilité dans un anneau intègre de la
section 2.4. Les notions de pgcd et ppcm seront étudiées en détail dans la section 3.4.

Notons que si a et b sont des entiers naturels, a divise b dans ℤ si et seulement si a divise b dans ℕ (au
sens de la relation de divisibilité définie dans ℕ) :
• Si a divise b dans ℕ, cela signifie par définition qu’il existe c ∈ ℕ tel que b = ac, donc a fortiori a divise b

dans ℤ (c ∈ ℤ).
• Réciproquement, si a divise b dansℤ, cela signifie par définition qu’il existe c ∈ ℤ tel que b = ac. Si b = 0

alors a divise b dans ℕ (a × 0 = 0). Sinon, b > 0 et a > 0, donc c > 0 d’après la règle des signes, et par
conséquent a divise b dans ℕ.

On en déduit que l’ensemble des diviseurs de a dans ℕ est égal à l’ensemble des diviseurs positifs de a dans
ℤ, autrement dit l’intersection de ℕ et de l’ensemble des diviseurs de a dans ℤ :

Dℕ
a

def≡
{

d ∈ ℕ ∣ d ∣ℕ a
}

=
{

d ∈ ℤ+ ∣ d ∣ℤ a
}

= ℕ ∩
{

d ∈ ℤ ∣ d ∣ℤ a
} def≡ ℕ ∩Dℤ

a

De même, l’ensemble des multiples de a dans ℕ est égal à l’ensemble des multiples positifs de a dans ℤ,
autrement dit l’intersection de ℕ et de l’ensemble des multiples de a dans ℤ :

aℕ def≡
{

m ∈ ℕ ∣ a ∣ℕ m
}

=
{

m ∈ ℤ+ ∣ a ∣ℤ m
}

= ℕ ∩
{

m ∈ ℤ ∣ a ∣ℤ m
} def≡ ℕ ∩ aℤ

Je rappelle aussi quelques propriétés de la divisibilité dans ℤ et ℕ :
• Si a ∈ ℕ alors a divise 1 si et seulement si a = 1. De même, puisque le produit de deux entiers relatifs est

égal à 1 si et seulement si ils sont tous les deux égaux à 1, ou à −1, on en déduit qu’un entier relatif divise
1 si et seulement si il est égal à 1 ou −1.

• Si a et b sont des entiers naturels tels que a ∣ b et b ≠ 0, alors a ⩽ b (donc par contraposition si a ∣ b et
b < a, alors b = 0, autrement dit le seul multiple de a strictement inférieur à a est 0).
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Éléments associés

Reprenons le concept d’éléments associés dans un anneau intègre. Puisque les seuls éléments inversibles
de ℤ sont 1 et −1, si a et b sont des entiers relatifs

a ∼ b ≡ a = b ou a = −b ≡ |a| = |b|

On notera en particulier
a ∼ |a|

On a aussi, d’après la définition des éléments associés,
|a| = |b| ≡ aℤ = bℤ ≡ Dℤ

a = D
ℤ
b

Dans le cas où a et b sont des entiers naturels, a ∼ b si et seulement si a = b, puisque dans ce cas a ∣ b et
b ∣ a si et seulement si a = b (la relation de divisibilité n’est pas une relation d’ordre sur ℤ, mais elle l’est sur
ℕ), et on a aussi

a = b ≡ aℕ = bℕ ≡ Dℕ
a = D

ℕ
b

Nous savons aussi que si a ∼ a′ et b ∼ b′, alors
a ∣ b ⟺ a′ ∣ b′

En particulier, a divise b si et seulement si |a| divise |b|.

Division euclidienne

Je redonne pour finir le principe de la division euclidienne dans ℕ ou ℤ, auquel j’ajoute une variante que
je n’avais pas mise dans le volume 2 :

Théorème 3.1.1 (Division euclidienne)
1. Pour tout (a, b) ∈ ℕ × ℕ∗, il existe un unique couple (q, r) ∈ ℕ2 tel que

{

a = bq + r
r < b

2. Pour tout (a, b) ∈ ℤ × ℕ∗, il existe un unique couple (q, r) ∈ ℤ2 tel que
{

a = bq + r
0 ⩽ r < b

3. Pour tout (a, b) ∈ ℤ × ℤ∗, il existe un unique couple (q, r) ∈ ℤ2 tel que
{

a = bq + r
0 ⩽ r < |b|

Les nombres q et r s’appellent respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de a par
b, ce que je note quo(a, b) et res(a, b).
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Preuve
Les preuves des deux premières variantes ont été données dans le volume 2. On en déduit la preuve de la troisième (où b
peut être un entier négatif) : si b < 0 alors −b > 0, et on déduit de la deuxième variante deux entiers relatifs q et r tels que

{

a = (−b)q + r = b(−q) + r
0 ⩽ r < −b

Dans les deux cas (b > 0 ou b < 0), il existe deux entiers relatifs q et r tels que
{

a = bq + r
0 ⩽ r < |b|

(si b > 0 alors |b| = b, et si b < 0 alors |b| = −b). Et l’unicité se déduit de celle de la deuxième variante.

Remarque 3.1.2 :

1. Si 0 ⩽ a < b alors le reste de la division euclidienne de a par b est, par unicité, le nombre a lui-même
puisque a = b × 0 + a :

0 ⩽ a < b ⟹ res(a, b) = a

2. Le reste de la division euclidienne de a par b est nul si et seulement si b divise a :

res(a, b) = 0 ⟺ b ∣ a

En effet, si res(a, b) = 0 alors a = bq, donc b divise a, et réciproquement, si b divise a alors il existe q ∈ ℤ
tel que a = bq = bq + 0, donc, par unicité du reste, res(a, b) = 0.

Remarque 3.1.3 : On trouve aussi la variante suivante de la division euclidienne, dans laquelle le reste peut
être négatif : pour tout (a, b) ∈ ℤ × ℤ∗, il existe un couple (q, r) ∈ ℤ2 tel que

{

a = bq + r
|r| < |b|

Cette variante, qui se déduit immédiatement du théorème précédent (s’il existe r tel que 0 ⩽ r < |b|, alors
a fortiori |r| < b), est un cas particulier d’une définition plus générale de division euclidienne valable dans
d’autres anneaux (les anneaux dits euclidiens, qui partagent avec ℤ un certain nombre de propriétés liées à
la divisibilité). Mais dans ce cas il n’y a plus unicité du couple (q, r). Par exemple, la division euclidienne de
7 par 3 peut alors donner

3 × 2 + 1 = 7 = 3 × 3 − 2

3.2 Compléments sur les nombres premiers

Prérequis
Les nombres premiers (section 4.10 du volume 2) et les sommes et produits à support fini (section 4.8
du volume 2).

Commençons par une petite propriété simple des nombres premiers que je serai amené à employer dans
un chapitre ultérieur.
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Chapitre 3. Compléments de théorie des nombres

Preuve
On considère un entier n et son développement décimal

n =
p
∑

k=0
ak10k

On a
n = a0 +

p
∑

k=1
ak10k = a0 +

p−1
∑

k=0
ak+110k+1 = a0 + 10

p−1
∑

k=0
ak+110k

Or les nombres 2, 5, 10 divisent 10, donc divisent aussi 10
p−1
∑

k=0
ak+110k. On en déduit :

• n est divisible par 2 si et seulement si a0 est divisible par 2, c’est-à-dire (puisque a0 ∈ [0, 9]) si et seulement si a0 est égalà 0, 2, 4, 6, ou 8.
• n est divisible par 5 si et seulement si a0 est divisible par 5, c’est-à-dire si et seulement si a0 est égal à 0 ou 5.
• n est divisible par 10 si et seulement si a0 est divisible par 10, c’est-à-dire si et seulement si a0 est égal à 0.
De même

n = a0 + 10a1 +
p
∑

k=2
ak10k = a0 + 10a1 +

p−2
∑

k=0
ak+210k+2 = a0 + 10a1 + 100

p−2
∑

k=0
ak+210k

Or 4 divise 100, donc 4 divise n si et seulement si 4 divise a0 + 10a1 (le nombre formé en décimal par les deux derniers
chiffres de n). Enfin, en notant S la somme des chiffres de n on a

n − S =
p
∑

k=0
ak10k −

p
∑

k=0
ak =

p
∑

k=0
ak(10k − 1)

Or pour tout entier k, 10− 1 divise 10k −1, autrement dit 9 divise 10k −1 (donc 3 divise aussi 10k −1). Par conséquent 3 et
9 divisent

p
∑

k=0
ak(10k − 1). On en déduit que 3 (respectivement 9) divise n si et seulement si 3 (respectivement 9) divise S.

Remarque 3.3.7 : Nous verrons d’autres exemples de critères de divisibilité dans la section 4.3 (exemple
4.3.18, p. 133).

3.4 Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple dans ℕ et ℤ

Prérequis
La divisibilité dans ℕ et ℤ (section 3.1), les treillis (sections 8.7 du volume 1 et 2.6 du volume 2), et
les idéaux d’un anneau (section 2.9 du volume 2).

Définitions et premières propriétés

Nous allons étudier dans cette section les notions de plus grand commun diviseur (pgcd) et de plus petit
commun multiple (ppcm), à la fois dans ℕ et dans ℤ. On pourrait penser que l’étude dans ℤ uniquement est
suffisante, puisque ℕ ⊆ ℤ, mais il peut être intéressant de définir ces notions sans faire appel à la structure
d’anneau de ℤ. Il y a par ailleurs une spécificité intéressante dans ℕ : la relation de divisibilité est alors une
relation d’ordre (ce qui n’est pas le cas dansℤ), et le pgcd et ppcm de deux éléments a et b sont respectivement
la borne inférieure et la borne supérieure de {a, b}. Ainsi, ℕ, muni de la relation de divisibilité, est un treillis
(il en est aussi de même pour ℕ∗).
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3.4. Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple dans ℕ et ℤ

Théorème 3.4.1 (Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple dans ℕ)
(ℕ, ∣) et (ℕ∗, ∣) sont des treillis, autrement dit toute paire d’entiers admet une borne inférieure et une
borne supérieure pour la relation de divisibilité (et ces bornes sont différentes de 0 lorsque les deux
entiers sont non nuls). De plus, pour tous les entiers a et b :
1. On appelle plus grand commun diviseur (ou en abrégé pgcd) de a et b la borne inférieure de {a, b}

(le plus grand des minorants de {a, b} pour la relation de divisibilité, c’est-à-dire un diviseur de a
et de b multiple de tous les diviseurs communs de a et b), que l’on notera

a ∧ b ou pgcd(a, b)

autrement dit par définition, a ∧ b est l’unique entier tel que
• a ∧ b divise a et b ;
• tout diviseur commun à a et b divise a ∧ b ;
ce qui équivaut à

∀d ∈ ℕ, ((d ∣ a et d ∣ b) ⟺ d ∣ a ∧ b)

ou encore
Da ∩Db = Da∧b

De plus si a et b sont non nuls
a ∧ b =

∏

p∈ℙ
pmin(vp(a),vp(b))

2. On appelle plus petit commun multiple (ou en abrégé ppcm) de a et b la borne supérieure de {a, b}
(le plus petit des majorants de {a, b} pour la relation de divisibilité, c’est-à-dire un multiple de a et
b qui divise tous les multiples communs de a et b), que l’on notera

a ∨ b ou ppcm(a, b)

autrement dit par définition, a ∨ b est l’unique entier tel que
• a ∨ b est un multiple de a et de b ;
• tout multiple commun à a et b est un multiple de a ∨ b ;
ce qui équivaut à

∀m ∈ ℕ, ((a ∣ m et b ∣ m) ⟺ (a ∨ b) ∣ m)

ou encore
aℕ ∩ bℕ = (a ∨ b)ℕ

De plus si a et b sont non nuls
a ∨ b =

∏

p∈ℙ
pmax(vp(a),vp(b))

Preuve
1. Borne inférieure : si a ou b est nul : on peut choisir par exemple a = 0 (le raisonnement est semblable si b = 0). L’ensemble

des diviseurs de a est alorsℕ et un diviseur commun à a et b est un diviseur de b. On en déduit que b est la borne inférieure
(pour ∣) de a et b (0 ∧ b = b). Si a et b sont différents de 0, notons

n ∶≡
∏

p∈ℙ
pmin(vp(a),vp(b))

et vérifions que n est le pgcd de a et b :
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Chapitre 3. Compléments de théorie des nombres

Théorème 3.4.17 (Théorème de Bachet-Bézout)
Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe des entiers u et v tels que

au + bv = 1

Preuve
Par définition, si a et b sont premiers entre eux, alors on a une relation de Bézout avec 1 comme pgcd. Réciproquement, si
au + bv = 1, alors a ∧ b ∣ 1, et par conséquent a ∧ b = 1.

Remarque 3.4.18 (Remarque historique) : Ce théorème porte traditionnellement, mais de façon impropre,
le nom de Bézout, mais il est plus juste de l’attribuer au mathématicien et poète français Claude-Gaspard Ba-
chet de Méziriac (1581–1638) 2 qui justifie, dans la seconde édition de ses Problèmes plaisans et délectables,
qui se font par les nombres (1624), que si deux nombres a et b sont premiers entre eux, alors il existe des
entiers u et v tels que au + bv = 1. Plusieurs problèmes sont consacrés à ce sujet, comme sa « Proposition
XVIII » :

« Deux nombres premiers entre eux étant donnés, trouver le moindre multiple de chacun
d’iceux, surpassant de l’unité un multiple de l’autre. » 3

Bézout, quant à lui, a étudié des problèmes connexes (on peut trouver par exemple dans son Cours de
mathématiques à l’usage des gardes du pavillon et de la marine un exemple de résolution d’une équation
en x et y de la forme ax + by = c), mais on lui doit surtout la généralisation du théorème précédent aux
polynômes : parmi les conséquences d’une étude de Bézout exposée dans un mémoire de 1764 4, il montre
que le pgcd de deux polynômes peut s’exprimer comme combinaison linéaire de ces polynômes. L’attribution
de ce principe à Bézout se fera au début du XXe siècle, et sera essentiellement popularisée par Bourbaki 5,
dans le cadre plus général des anneaux principaux, dans un ouvrage publié en 1952 6. 7

Remarque 3.4.19 : Nous verrons plus loin (algorithme 3.4.53, p. 100) comment trouver des coefficients u
et v tels que

au + bv = a ∧ b

et de façon plus générale (théorème 3.4.55, p. 101) comment résoudre une équation d’inconnues x et y de la
forme

ax + by = c

Théorème 3.4.20 (Lemme de Gauss)
Pour tous les entiers relatifs a, b, c

{

a ∣ bc
a ∧ b = 1

⟹ a ∣ c

2. D’où l’appellation Théorème de Bachet-Bézout que l’on peut trouver récemment dans le monde francophone.
3. Claude-Gaspard Bachet de MÉZIRIAC. Problèmes plaisans et délectables, qui se font par les nombres. Partie recueillis de

divers autheurs, partie inventez de nouveau avec leur démonstration. 2e éd. 1624.
4. Recherches sur le degré des équations résultantes de l’évanouissement des inconnues et sur les moyens qu’on doit employer

pour trouver ces équations.
5. Nicolas Bourbaki est le pseudonyme collectif d’un groupe de mathématiciens francophones, formé en 1935.
6. Modules sur les anneaux principaux.
7. Source du dernier paragraphe : Liliane ALFONSI. De l’oubli à la reconnaissance : l’exemple des résultats mathématiques

d’Étienne Bézout (1730-1783). avril 2009. URL : https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00425064. 134e Congrès national
des Sociétés historiques et scientifiques à Bordeaux du 20 au 26 avril 2009 session "Savants célèbres ou obscurs".
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3.4. Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple dans ℕ et ℤ

Preuve
Puisque a et b sont premiers entre eux, il existe u et v dans ℤ tels que

au + bv = 1

donc en multipliant par c
auc + bvc = c

Or a divise auc et bvc (car a divise bc), donc a divise c.

Remarque 3.4.21 (Remarque historique) : On trouve ce résultat dans les Disquisitiones arithmeticae [Re-
cherches arithmétiques] (1801) du mathématicien, astronome et physicien allemand Carl Friedrich Gauss
(1777–1855). Il s’agit en quelque sorte d’une généralisation du lemme d’Euclide (voir le théorème 3.4.27),
qui dit que si un nombre premier p divise le produit ab, alors p divise a ou p divise b.

Théorème 3.4.22 (Corollaire 1 : généralisation du lemme de Gauss)
Pour tous les entiers relatifs a, b1,… , bn, c

{

a ∣ b1… bnc
∀i ∈ [1, n], a ∧ bi = 1

⟹ a ∣ c

Preuve
On prouve par récurrence sur n que pour tous les entiers b1,… , bn, c, on a la propriété indiquée : le cas où n = 1 correspondau lemme de Gauss, et si on fait l’hypothèse de récurrence au rang n, alors si a divise b1… bn(bn+1c), a divise bn+1c parhypothèse de récurrence, donc a divise c (d’après le lemme de Gauss).

Théorème 3.4.23 (Corollaire 2)
1. Pour tous les entiers a, b, c tels que a et c sont premiers entre eux

a ∧ b = a ∧ (bc)

2. Plus généralement, pour tous les entiers a, b, c1,… , cn tels que pour tout i ∈ [1, n], a et ci sont
premiers entre eux

a ∧ b = a ∧ (bc1… cn)

3. En particulier, pour tous les entiers a, c1,… , cn tels que pour tout i ∈ [1, n], a et ci sont premiers
entre eux

a ∧ (c1… cn) = 1

Preuve
1. Prouvons que a ∧ b est le pgcd de a et bc. D’une part, a ∧ b divise a et b (donc aussi bc). D’autre part, si d divise a alors

d et c sont premiers entre eux puisque a et c le sont. Par conséquent si d divise a et bc, alors d divise b d’après le lemme
de Gauss, et par conséquent d divise a ∧ b.

2. On en déduit la généralisation par une récurrence immédiate : le cas n = 1 correspond au point précédent, et si on fait
l’hypothèse de récurrence au rang n, on a

a ∧ ((bc1… cn)cn+1)) = a ∧ (bc1… cn) = a ∧ b

3. On obtient le dernier point en prenant pour b l’un des ci : si pour tout i ∈ [1, n], a et ci sont premiers entre eux, alors
a ∧ (c1c2… cn) = a ∧ c1 = 1
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3.4. Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple dans ℕ et ℤ

Théorème 3.4.45 (Algorithme d’Euclide)
On considère deux entiers naturels a et b et la suite (an, bn)n∈ℕ∗ définie par récurrence par

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

(a1, b1) = (a, b)

(an+1, bn+1) =

{

(bn, res(an, bn)) si bn ≠ 0
(an, bn) si bn = 0

Alors il existe un entier m tel que
{

m = min
{

n ∈ ℕ∗ ∣ bn = 0
}

a ∧ b = am

et si m > 1
a ∧ b = am = bm−1

Preuve
Il existe k ∈ ℕ∗ tel que bk = 0, car sinon pour tout entier n ⩾ 1, bn+1 serait le reste de la division euclidienne de an par bndonc on aurait bn+1 < bn et la suite (bn)n∈ℕ∗ serait strictement décroissante, ce qui est impossible. Notons alors

m ∶≡ min
{

n ∈ ℕ∗ ∣ bn = 0
}

Si m = 1 alors b = b1 = 0 et on a bien
a ∧ b = a = a1

Nous supposons dans la suite que m > 1 (donc b ≠ 0). Prouvons par récurrence sur n que si n < m alors a ∧ b = an ∧ bn.
• Pour n = 1, on a 1 < m et

a ∧ b = a1 ∧ b1
• Faisons l’hypothèse de récurrence au rang n. Si n + 1 < m alors n < m donc bn ≠ 0, et par conséquent

(an+1, bn+1) = (bn, res(an, bn))

De plus bn+1 ≠ 0 (car n + 1 < m) et
an+1 ∧ bn+1 = bn ∧ res(an, bn) = an ∧ bn = a ∧ b

On en déduit par récurrence que pour tout n < m, a ∧ b = an ∧ bn. Enfin, puisque bm−1 ≠ 0, on a
(am, 0) = (am, bm) = (bm−1, res(am−1, bm−1))

donc bm−1 divise am−1 (car 0 = bm = res(am−1, bm−1)), et par conséquent
am = bm−1 = am−1 ∧ bm−1 = a ∧ b

Remarque 3.4.46 : Dans le cas où a < b, la première étape de l’algorithme revient à permuter les deux
nombres (ce qu’il peut aussi être préférable de faire avant de l’effectuer, pour éviter une étape inutile), car
dans ce cas le reste de la division euclidienne de a par b est a lui-même, et les deux premières divisions
euclidiennes effectuées sont

a = b × 0 + a

puis
b = a × q + r

Voici l’algorithme sous la forme d’un script python définissant la fonction qui à deux entiers a et b associe
a ∧ b :
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Chapitre 3. Compléments de théorie des nombres

Algorithme 3.4.47 (Algorithme d’Euclide)
Entrée : deux entiers naturels a et b.
Sortie : a ∧ b.
def pgcd_euclide(a,b):

while (b != 0): # tant que b est différent de 0
a,b = b,a%b # a prend la valeur b

# et b prend la valeur res(a,b)
return a

Exemple 3.4.48 (Exemple de calcul de pgcd)
Calculons le pgcd de 341 et 36 en effectuant les divisions euclidiennes successives :

341 = 36 × 9 + 17
36 = 17 × 2 + 2
17 = 2 × 8 + 1
2 = 1 × 2 + 0

donc 341 ∧ 36 = 1.

Dans l’algorithme originel d’Euclide, qui apparaît dans le livre VII de ses Éléments, les divisions eucli-
diennes sont réalisées à l’aide de soustractions successives, ce qui est essentiellement le même algorithme,
car la division euclidienne de a par b

a = bq + r

revient, à partir de a, à effectuer q soustractions de b successives jusqu’à obtenir un entier r < b. Une variante
de l’algorithme utilise aussi exclusivement des soustractions : on pose

{

a0 ∶≡ max(a, b)
b0 ∶≡ min(a, b)

et on construit la suite (an, bn)n∈ℕ telle que
(an+1, bn+1) = (max(bn, an − bn),min(bn, an − bn))

Ainsi pour tout entier n, on a
an+1 ∧ bn+1 = bn ∧ (an − bn) = an ∧ bn

On en déduit par une récurrence immédiate, que pour tout entier n
{

an ∧ bn = a ∧ b
bn ⩽ an

donc la suite (an)n∈ℕ est décroissante : en effet, soit an+1 = bn ⩽ an, soit an+1 = an − bn ⩽ an. Comme cette
suite ne peut pas être strictement décroissante, il existe un entier m tel que am = am+1. Si 0 < bm < am alors
am+1 < am (car am+1 = bm < am ou am+1 = am − bm < am), donc
• soit bm = 0 ;
• soit bm = am, et alors am+1 = bm = am et bm+1 = 0.
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Chapitre 4

Groupes et anneaux quotients

Prérequis
Les groupes (sections 8.2 du volume 1 et 2.7 du volume 2) et les anneaux (sections 8.4 du volume 1
et 2.9 du volume 2), les relations d’équivalence et ensembles quotients (section 2.2 du volume 2), les
morphismes (sections 2.10 à 2.12 du volume 2) et les lois quotients (section 2.13 du volume 2).

Nous reprenons ici l’étude des lois quotients, c’est-à-dire des lois que l’on peut mettre sur un ensemble
quotient E∕ ∼, induites par une loi sur E compatible avec la relation d’équivalence ∼. Nous verrons quels
types de relations d’équivalence permettent de munir d’une structure de groupe l’ensemble quotient obtenu
à partir d’un groupe, et de munir d’une structure d’anneau l’ensemble quotient obtenu à partir d’un anneau.

4.1 Groupes quotients
Dans le cas de groupes, avoir une relation d’équivalence compatible avec la loi impose certaines condi-

tions à cette relation :

Théorème 4.1.1 (Relations d’équivalence compatibles avec une loi de groupe)
On considère un groupe G.
1. Pour tout sous-groupeH deG, et pour tous les éléments a et b deG, on a les équivalences suivantes :

a−1b ∈ H ≡ b−1a ∈ H ≡ b ∈ aH ≡ a ∈ bH ≡ aH = bH

De plus, la relation
a ∼ b ∶≡ a−1b ∈ H

est une relation d’équivalence compatible à gauche avec la loi interne. La classe d’équivalence de
a est aH (en particulierH est la classe de l’élément neutre). On l’appelle la classe à gauche de a.

2. Réciproquement, si ∼ est une relation d’équivalence sur G compatible à gauche avec la loi interne,
alors la classe de l’élément neutre est un sous-groupeH de G tel que

a ∼ b ⟺ a−1b ∈ H

3. Pour tout sous-groupeH deG, et pour tous les éléments a et b deG, on a les équivalences suivantes :
ab−1 ∈ H ≡ ba−1 ∈ H ≡ b ∈ Ha ≡ a ∈ Hb ≡ Ha = Hb
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Chapitre 4. Groupes et anneaux quotients

De plus, la relation
a ∼ b def≡ ab−1 ∈ H

est une relation d’équivalence compatible à droite avec la loi interne. La classe d’équivalence de a
estHa (en particulierH est la classe de l’élément neutre). On l’appelle la classe à droite de a.

4. Réciproquement, si ∼ est une relation d’équivalence sur G compatible à droite avec la loi interne,
alors la classe de l’élément neutre est un sous-groupeH de G tel que

a ∼ b ⟺ ab−1 ∈ H

Preuve
Prouvons les deux premiers points du théorème (les démonstrations sont semblables pour les relations d’équivalence com-
patibles à droite).
1. La relation

a ∼ b def≡ a−1b ∈ H

est
• réflexive puisque

a−1a = e ∈ H

• symétrique, puisque un élément appartient à un sous-groupe si et seulement si son symétrique lui appartient aussi :
a−1b ∈ H ≡ (a−1b)−1 ∈ H ≡ b−1a ∈ H

• transitive, puisque si a ∼ b et b ∼ c, alors
a−1c = (a−1b)(b−1c) ∈ H

par stabilité d’un sous-groupe pour la loi de groupe.
C’est donc une relation d’équivalence, qui est compatible à gauche avec la loi car si a−1b ∈ H , alors pour tout c dans G

(ca)−1(cb) = a−1c−1cb = a−1b ∈ H

donc ca ∼ cb. Par ailleurs, pour tout a et b dans G
a−1b ∈ H ≡ aa−1b ∈ aH ≡ b ∈ aH

ce qui montre que la classe d’équivalence de a est aH . On en déduit aussi, du fait de la symétrie de la relation,
a−1b ∈ H ≡ b−1a ∈ H ≡ a ∈ bH

Et puisque a ∼ b si et seulement si leurs classes d’équivalence sont identiques
a ∼ b ≡ aH = bH

2. Réciproquement, considérons une relation d’équivalence ∼ compatible à gauche avec la loi, et notons H la classe de
l’élément neutre e. Vérifions queH est un sous-groupe :
• e ∈ H par définition d’une classe d’équivalence.
• Si a et b sont des éléments deH , alors par définition a ∼ e et b ∼ e donc par compatibilité à gauche avec la loi

a−1b ∼ a−1e ∼ a−1a = e

et par conséquent a−1b ∈ H .
De plus, comme la relation ∼ est compatible à gauche avec la loi,

a ∼ b ≡ a−1a ∼ a−1b ≡ e ∼ a−1b ≡ a−1b ∈ H

Remarque 4.1.2 : Si la notation de la loi de groupe est additive :
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4.2. Anneaux quotients

De plus ' est surjectif puisque prN ′ l’est, donc son image est G∕N ′, et son noyau est
Ker(') =

{

xN ∣ x ∈ G et xN ′ = N ′} =
{

xN ∣ x ∈ N ′} = N ′∕N

Par conséquentN ′∕N est un sous-groupe normal de G∕N , et d’après le premier théorème d’isomorphisme
(G∕N)∕Ker(') ≃ Im(')

autrement dit
(G∕N)∕(N ′∕N) ≃ G∕N ′

Remarque 4.1.21 (Vocabulaire) : Les dénominations «premier théorème d’isomorphisme,. . . » sont usuelles,
mais avec parfois des différences dans la numérotation (en particulier les deuxième et troisième théorèmes
peuvent être inversés).

4.2 Anneaux quotients

Dans le cas des anneaux, les relations d’équivalence compatibles avec l’addition et la multiplication ne
peuvent être que des congruences modulo un sous-groupe (pour l’addition), en raison de la structure de
groupe additif des anneaux. Ces groupes étant commutatifs, tous les sous-groupes sont normaux, mais tous
ne conviennent pas. Pour que la relation d’équivalence soit aussi compatible avec la multiplication, nous
allons voir qu’on ne peut prendre comme sous-groupes que les idéaux bilatères :

Théorème 4.2.1 (Anneau quotient)
1. Pour tout idéal (bilatère) I d’un anneau (A,+,×, 0, 1), la congruence modulo I (pour l’addition),

autrement dit la relation d’équivalence
a ≡ b mod I def≡ a − b ∈ I

est compatible avec la multiplication de A.
2. Réciproquement, si ∼ est une relation d’équivalence compatible avec l’addition et la multiplication,

alors la classe de 0 est un idéal (bilatère) I tel que
a ∼ b ⟺ a − b ∈ I

3. Et alors le groupe quotient (A∕I,+, I) muni de la loi quotient de la multiplication, est un anneau,
nommé anneau quotient. De plus
• La projection canonique A

pr // A∕I est un morphisme d’anneaux, de noyau I .
• Si A est commutatif, alors A∕I est commutatif.

Preuve
1. La congruence modulo I est définie par

a ≡ b mod I def≡ a − b ∈ I

Elle est compatible avec la multiplication par définition d’un idéal, car si a ≡ b mod I alors pour tout c ∈ A
{

ca − cb = c(a − b) ∈ I
ac − bc = (a − b)c ∈ I
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Chapitre 4. Groupes et anneaux quotients

donc
{

ca ≡ cb mod I
ac ≡ bc mod I

2. Si ∼ est une relation d’équivalence compatible avec l’addition et la multiplication, nous savons déjà que la classe de 0 est
un sous-groupe I de (A,+, 0) tel que

a ∼ b ⟺ a − b ∈ I

Il reste à prouver que I est un idéal : si i ∈ I et a ∈ A, alors i ∼ 0 donc par compatibilité avec la multiplication
{

a ⋅ i ∼ a ⋅ 0 = 0
i ⋅ a ∼ 0 ⋅ a = 0

et par conséquent ai ∈ I et ia ∈ I .
3. La loi quotient de la multiplication dans A∕I est associative car la multiplication dans A l’est (et elle est commutative si

la multiplication dans A l’est), elle admet pour élément neutre la classe de 1, et elle est distributive par rapport à la loi
quotient de l’addition. On en déduit que A∕I muni des deux lois quotients est un anneau, et que la projection canonique
est un morphisme d’anneaux (c’est un morphisme pour + et × tel que l’image de l’unité soit l’unité) dont le noyau est I
(c’est le noyau du morphisme entre les deux groupes additifs sous-jacents).

Remarque 4.2.2 : Dans le cas particulier où I est l’anneau trivial {0}, on a pour tout a, b ∈ A :

a ≡ b mod {0} ⟺ a = b

et la classe de a est {a}. Dans le cas particulier où I est l’anneau A lui-même, on a a ≡ b mod A pour tout
a, b ∈ A, et la classe de a est A.

Théorème 4.2.3 (Sous-groupe multiplicatif des éléments congrus à 1)
Si I est un idéal d’un anneau A, alors l’ensemble

{

a ∈ A× ∣ a ≡ 1 mod I
}

est un sous-groupe normal du groupe (A×,×, 1) des éléments inversibles.
Preuve
Notons

N ∶≡
{

a ∈ A× ∣ a ≡ 1 mod I
}

N est un sous-groupe de A× car 1 ∈ N , et le fait que la congruence soit compatible avec la multiplication implique queN
est stable pour la multiplication (si a ≡ 1 mod I et b ≡ 1 mod I , alors ab ≡ 1 mod I) et pour l’inverse (si a ≡ 1 mod I ,
alors 1 = a−1a ≡ a−1 mod I). De plusN est un sous-groupe normal, car si x ∈ N et a ∈ A×, alors

axa−1 − 1 = axa−1 − aa−1 = a(xa−1 − a−1) = a(x − 1)a−1

Or I est un idéal et x − 1 ∈ I par définition deN , donc a(x − 1)a−1 ∈ I , et par conséquent axa−1 ∈ N .

Théorème 4.2.4 (Théorème de factorisation pour les anneaux)
On considère un anneau A, un idéal I de A, la projection canonique A

pr // A∕I , et un morphisme
d’anneaux A

f // A′ .
1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

• f est compatible avec la congruence modulo I (c’est-à-dire que f est constant sur les classes
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d’équivalence) : pour tout x et y dans A
x ≡ y mod I ⟹ f (x) = f (y)

• I est inclus dans le noyau de f :
I ⊆ Ker(f )

• Il existe un morphisme d’anneaux A∕I
' // A′ tel que pour tout x ∈ A

f (x) = '([x])

ce que l’on peut visualiser sur le diagramme commutatif suivant (où les flèches représentent des
morphismes d’anneaux) :

A
f //

pr
��

A′

A∕I
'

==

2. Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :
• Le morphisme ' est unique.
• L’image de ' est égale à l’image de f (en particulier ' est surjective si et seulement si f est

surjective).
• ' est injective si et seulement si les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées

∀x y ∈ A, (f (x) = f (y) ⟹ x ≡ y mod I)
∀x y ∈ A, (f (x) = f (y) ⟺ x ≡ y mod I)
Ker(f ) ⊆ I
Ker(f ) = I

Preuve
Presque tout a déjà été démontré dans le théorème de factorisation pour les groupes. Il reste à justifier que le morphisme de
groupes ' est aussi un morphisme d’anneaux. On a

'([1]) = f (1) = 1

et pour tout x et y dans A
'([x][y]) = '([xy]) = f (xy) = f (x)f (y) = '([x])'([y])

Théorème 4.2.5 (Premier théorème d’isomorphisme pour les anneaux)
On considère un morphisme d’anneaux A

f // A′ et la projection canonique A
pr // A∕Ker(f ) .

Il existe alors un unique morphisme d’anneaux A∕Ker(f )
' // A′ tel que pour tout x ∈ A

f (x) = '([x])

De plus, ce morphisme est injectif et induit un isomorphisme
A∕Ker(f ) ≃ Im(f ).
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Chapitre 5

Ordinaux

5.1 Définition et premières propriétés

Prérequis
Les ensembles transitifs, la définition des entiers naturels et de l’ensemble ! des entiers naturels
(sections 3.1 à 3.3 du volume 2), et les relations de bon ordre (sections 1.13 et 2.11 du volume 2).

Les résultats de ce chapitre sont indépendants de l’axiome de fondation, et on ne supposera pas (sauf avis
contraire) que cet axiome est nécessairement vérifié.

Définition 5.1.1 (Ordinal)
On appelle ordinal tout ensemble � vérifiant les trois propriétés équivalentes suivantes :
1. � est un ensemble transitif tel que la restriction de la relation ∈ à � soit une relation de bon ordre

strict, autrement dit :
• � est un ensemble transitif : tout élément de � est un sous-ensemble de � :

∀x ∈ �, x ⊆ �

• Antiréflexivité de la relation d’ordre strict : aucun élément de � n’appartient à lui-même :
∀x ∈ �, x ∉ x

• Transitivité de la relation d’ordre strict : pour tous les éléments x, y, z dans �, si x ∈ y et y ∈ z,
alors x ∈ z :

∀x y z ∈ �,

({

x ∈ y
y ∈ z

⟹ x ∈ z

)

• Relation de bon ordre : tout sous-ensemble non vide b de � contient un plus petit élément (pour
la relation d’ordre ∈), c’est-à-dire un élément x qui appartient à tous les autres éléments de b :

∀b ⊆ �, (b ≠ ∅ ⟹ (∃x ∈ b,∀y ∈ b, x ∈ y ou x = y))
2. � est un ensemble bien ordonné tel que pour tout � ∈ �

� = ]−∞, �[�
3. [en présence de l’axiome de fondation] � est un ensemble transitif dont les éléments sont des en-

sembles transitifs.

143



Chapitre 5. Ordinaux

Preuve (de l’équivalence des définitions)
1. Faisons l’hypothèse qu’un ensemble � vérifie la première propriété, et démontrons qu’il vérifie la deuxième : si � ∈ �

alors
]−∞, �[�

def≡ {
 ∈ � ∣ 
 ∈ �}

donc ]−∞, �[� ⊆ �, et réciproquement, � ⊆ ]−∞, �[� car pour tout 
 ∈ �, on a aussi 
 ∈ � (puisque � est un ensemble
transitif et � ∈ 
).

2. Faisons l’hypothèse qu’un ensemble � (muni d’une relation d’ordre ⩽) vérifie la deuxième propriété, et démontrons qu’il
vérifie la première : pour tout � ∈ �

� = ]−∞, �[�
et par conséquent :
• Pour tout � ∈ � on a � ⊆ �, donc � est un ensemble transitif.
• Pour tout � et 
 dans �


 ∈ � ⟺ 
 < �

On en déduit que la restriction de ∈ à � est une relation de bon ordre strict (puisque par hypothèse < est une relation
de bon ordre strict sur �).

3. Faisons l’hypothèse qu’un ensemble � vérifie les propriétés 1 et 2 (équivalentes d’après ce qui précède), et démontrons
qu’il vérifie aussi la propriété 3. Nous savons déjà que � est un ensemble transitif. Il reste à prouver que ses éléments le
sont aussi. On considère � ∈ �, y ∈ �, et x ∈ y. Comme � ⊆ �, on a y ∈ � donc x ∈ � car � est transitif. Ainsi, x, y, �,
sont des éléments de � tels que x ∈ y et y ∈ �, donc par transitivité de la relation ∈ sur �, on en déduit x ∈ �. Par
conséquent � est un ensemble transitif.

4. Pour cette dernière implication, nous supposons que l’axiome de fondation est vérifié, et nous faisons l’hypothèse qu’un
ensemble � vérifie la propriété 3. Démontrons qu’il vérifie aussi la propriété 1. Il reste à justifier que la restriction de ∈ à
� est une relation de bon ordre strict :
• L’antiréflexivité de ∈ est une conséquence de l’axiome de fondation (∀x ∈ �, x ∉ x).
• La transitivité de ∈ est une conséquence de la transitivité des éléments de � (si x, y, z dans � sont tels que x ∈ y et
y ∈ z, alors x ∈ z par transitivité de z).

• Relation de bon ordre : puisque la relation ∈ est bien fondée d’après l’axiome de fondation, la seule chose restant à
justifier est que la restriction de ∈ à � est un ordre total. Cela revient à démontrer que si x et y sont des éléments de �
tels que x ∉ y et y ∉ x, alors x = y. Il suffit de prouver que tous les éléments x et y de � sont tels que x ∈ y ou y ⊆ x
(d’où l’on déduit que si x ∉ y et y ∉ x, alors y ⊆ x et x ⊆ y, donc x = y). Considérons pour cela l’ensemble

E ∶≡
{

y ∈ � ∣ ∃x ∈ �, y ⊈ x et x ∉ y}

dont nous voulons démontrer qu’il est vide. Faisons l’hypothèse contraire : d’après l’axiome de fondation, il existe
y ∈ E tel que y ∩ E = ∅.

— Par définition de E, il existe x ∈ � tel que
y ⊈ x et x ∉ y

En particulier y ⧵ x ≠ ∅ (car y ⊈ x), donc d’après l’axiome de fondation il existe a ∈ y ⧵ x tel que
a ∩ (y ⧵ x) = ∅

Par ailleurs a est un élément de l’ensemble transitif y, donc a ⊆ y. Et comme a ∩ (y ⧵ x) = ∅, on en déduit a ⊆ x.
De plus a ≠ x car a ∈ y et x ∉ y, donc x ⧵ a ≠ ∅. D’après l’axiome de fondation, il existe b ∈ x ⧵ a tel que

b ∩ (x ⧵ a) = ∅

Par ailleurs b est un élément de l’ensemble transitif x, donc b ⊆ x. Et comme b ∩ (x ⧵ a) = ∅ on en déduit b ⊆ a.
— On a y ∩ E = ∅ par définition de y, donc a ∉ E (car a ∈ y). Comme par ailleurs a et b sont des éléments de � (car

a ∈ y et y ∈ �, et de même b ∈ x et x ∈ �), on en déduit en particulier, par définition de E,
a ⊆ b ou b ∈ a

— b ∈ a est en contradiction avec b ∈ x ⧵ a.
— a ⊆ b est aussi contradictoire, car si a ⊆ b alors a = b (puisque b ⊆ a), en contradiction avec a ∉ x et b ∈ x.
On obtient donc une contradiction et par conséquent E = ∅ (négation de notre hypothèse de départ).
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Remarque 5.1.2 : En présence de l’axiome de fondation, la formule x ∉ x est automatiquement vérifiée.
Remarque 5.1.3 : L’axiome de fondation a été utilisé pour démontrer que la troisième propriété implique
les deux autres. Mais, même sans cet axiome, la preuve du théorème montre que si on définit un ordinal par
l’une des deux premières propriétés (équivalentes), alors les éléments d’un ordinal sont aussi des ensembles
transitifs.
Remarque 5.1.4 : On peut noter que le prédicat « être un ordinal » correspond à une formule du premier
ordre dans le langage de la théorie des ensembles, la conjonction des formules de la définition ci-dessus :

� est un ordinal
def≡

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

∀x ∈ �, x ⊆ �
∀x ∈ �, x ∉ x
∀x, y, z ∈ �, (x ∈ y et y ∈ z) ⟹ x ∈ z
∀b ⊆ �, (b ≠ ∅ ⟹ (∃x ∈ b,∀y ∈ b, x ∈ y ou x = y))

Ce qui permet de définir la classe des ordinaux, que je noterai OrdOrdOrd. Nous verrons plus loin que c’est une
classe propre, c’est-à-dire que cette classe ne forme pas un ensemble, et j’utiliserai donc, comme indiqué dans
le volume 2 à propos des classes, le symbole ∈ pour les raccourcis suivants :

� ∈ OrdOrdOrd
def≡ � est un ordinal

∀� ∈ OrdOrdOrd,ℱℱℱ def≡ ∀�, (� est un ordinal ⟹ ℱℱℱ )

∃� ∈ OrdOrdOrd,ℱℱℱ def≡ ∃�, (� est un ordinal etℱℱℱ )
Je rappelle que ce symbole ∈ n’est pas formellement le même que le symbole ∈ entre ensembles puisque
OrdOrdOrd n’est pas un ensemble.

Théorème 5.1.5 (Propriétés élémentaires des ordinaux)
1. L’ensemble vide est un ordinal.
2. Si � est un ordinal, alors � ∉ �.
3. Si � est un ordinal, alors son successeur S � (autrement dit � ∪ {�}) est un ordinal.
Preuve
1. L’ensemble vide est un ordinal de façon triviale.
2. Pour tout ordinal �, si � ∈ � alors � ∉ � (comme tout élément d’un ordinal), ce qui est contradictoire, donc � ∉ �.
3. On considère un ordinal �. Nous savons déjà que le successeur d’un ensemble transitif est un ensemble transitif. Il reste

à prouver les trois autres points de la définition :
• Pour tout x ∈ S �, on a x ∈ � ou x = �. Si x ∈ � alors x ∉ x (puisque � est un ordinal), et si x = � alors x ∉ x d’après

la propriété précédente.
• On considère des éléments x, y, z de S � tels que x ∈ y et y ∈ z. Nous voulons démontrer que x ∈ z. Si x, y, z sont

dans �, alors x ∈ z puisque � est un ordinal. Sinon, au moins un de ces trois ensembles est égal à �.
— Si x = � alors y ≠ � car x ∈ y et � ∉ �, donc y ∈ �. On en déduit � ∈ y et y ∈ �, donc � ∈ � (car � est transitif),

ce qui est impossible.
— Si y = � alors z ≠ � (car � ∉ �), donc z ∈ �. On en déduit comme précédemment que � ∈ z et z ∈ �, donc � ∈ �,

ce qui est impossible.
— Si z = � alors x ∈ y et y ∈ �, donc x ∈ � puisque � est transitif, autrement dit x ∈ z.
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5.4. Ordinaux et ensembles bien ordonnés

On en déduit � ⩽ supA, et par conséquent
supA = �

5.4 Ordinaux et ensembles bien ordonnés

Prérequis
Les relations de bon ordre et les isomorphismes d’ensembles ordonnés (sections 1.13, 2.11, 5.2 et 6.3
du volume 2).

La construction précédente des ordinaux est due au mathématicien et physicien américano-hongrois John
von Neumann (1903–1957). Une autre définition équivalente des ordinaux est basée sur les classes d’équi-
valence des ensembles bien ordonnés, c’est-à-dire qu’un ordinal représente une relation de bon ordre donnée
(une collection d’ensembles isomorphes pour l’ordre). Cette approche est assez délicate pour la théorie des
ensembles ZFC, puisqu’elle fait intervenir des collections qui ne sont pas des ensembles (la classe des or-
dinaux n’est pas un ensemble). On peut néanmoins retrouver cette approche des ordinaux en appliquant les
résultats obtenus sur les ensembles ordonnés.

Théorème 5.4.1
Pour toutes classes d’ordinauxAAA etℬℬℬ, pour toute fonction strictement croissante AAA f //ℬℬℬ , et tout
� ∈ AAA

� ⩽ f (�)

Preuve
Faisons l’hypothèse que la classe

CCC ∶≡ {� ∈ AAA ∣ � > f (�)}

n’est pas vide.CCC est une classe non vide d’ordinaux, donc contient un plus petit élément �. Tout ordinal � < � n’appartient
pas àCCC , donc est tel que

� ⩽ f (�) < f (�)

(car f est strictement croissante), et par conséquent
∀� ∈ �, � ∈ f (�)

autrement dit � ⊆ f (�), ou encore � ⩽ f (�), en contradiction avec � ∈ CCC . On en déduit CCC = ∅, et par conséquent pour
tout � ∈ AAA

� ⩽ f (�)

Théorème 5.4.2 (Corollaire)
Pour tous les ordinaux � et �, et toute fonction �

f // � ,
1. si f est strictement croissante, alors

� ⩽ �

2. si f est un isomorphisme pour l’ordre, alors
{

� = �
f = id�
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Preuve
1. D’après le théorème précédent, si � ∈ � (autrement dit � < �), alors

� ⩽ f (�) < �

(puisque f (�) ∈ � par définition de f ), ce qui est contradictoire. On en déduit � ⩾ �.
2. Si � f // � est un isomorphisme, alors f et f−1 sont strictement croissantes, donc d’après ce qui précède � ⩽ �

et � ⩽ �, et par conséquent � = �. Et comme le seul automorphisme d’un ensemble bien ordonné est l’identité, on en
déduit f = id� . On pouvait aussi, sans faire appel à cette propriété, utiliser à nouveau le théorème précédent pour justifier
f = id� : pour tout 
 ∈ �


 ⩽ f (
) ⩽ f−1(f (
)) = 


donc f (
) = 
 .

Théorème 5.4.3 (Isomorphisme entre ensemble bien ordonné et ordinal)
Tout ensemble bien ordonné est isomorphe à un unique ordinal, et cet isomorphisme est unique.

Preuve 1 (faisant appel au théorème de comparaison des bons ordres du volume 2)
Notons tout d’abord que si un ensemble bien ordonné est isomorphe à un ordinal, cet ordinal est unique d’après le théorème
précédent (puisque deux ordinaux isomorphes sont égaux), et l’isomorphisme est unique puisqu’il n’existe qu’un isomor-
phisme possible entre deux ensembles bien ordonnés (je ne referai pas cette remarque préliminaire pour les deux autres
preuves de ce théorème). Il reste à justifier l’existence de cet ordinal. Il suffit pour cela d’appliquer le théorème de comparai-
son des bons ordres (théorème 2.11.19 du volume 2), au cas d’un ensemble bien ordonné (E,⩽) et de la classe localement
bien ordonnée (OrdOrdOrd,∈) :
• Soit E est isomorphe à la classe des ordinaux, ce qui est impossible car E est un ensemble et OrdOrdOrd une classe propre, et

d’après le schéma de remplacement l’image d’un ensemble par une fonction doit être un ensemble.
• Soit la classe des ordinaux est isomorphe à un segment initial strict de E ce qui est impossible pour la même raison.
• SoitE est isomorphe à un segment initial strict de la classe des ordinaux, c’est-à-dire un ensemble de la forme ]−∞, �[OrdOrdOrd,autrement dit E est isomorphe à un ordinal �.

Preuve 2
On considère un ensemble bien ordonné E. Construisons par récursion (métathéorème 6.3.1 du volume 2) la fonction f de
E dans la classe de tous les ensembles, telle que pour tout x ∈ E

f (x) = Im(f |]−∞,x[) = {f (y) ∣ y < x}

et notons � l’image de cette fonction. D’après le schéma de remplacement, � est un ensemble. Nous allons démontrer que
c’est un ordinal isomorphe à E. Voyons d’abord sur un exemple la construction de � : si E est un ensemble bien ordonné
ayant trois éléments tels que

a < b < c
alors

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

f (a) = {f (y) ∣ y < a} = ∅ = 0
f (b) = {f (y) ∣ y < b} = {f (a)} = {0} = 1
f (c) = {f (y) ∣ y < c} = {f (a), f (b)} = {0, 1} = 2

Dans cet exemple � = {0, 1, 2} = 3.
• Prouvons que pour tout x ∈ E, f (x) ∉ f (x), en faisant l’hypothèse contraire que l’ensemble

A ∶≡ {x ∈ E ∣ f (x) ∈ f (x)}

est non vide. A admet alors un plus petit élément m tel que f (m) ∈ f (m). Par définition de f , il existe y < m tel que
f (m) = f (y). On en déduit f (y) ∈ f (y), en contradiction avec le fait que m soit le plus petit élément de A, et par
conséquent A = ∅.

• Prouvons que E
f // � est une bijection. Cette fonction étant surjective par définition (� est l’image de f ), il reste à

prouver l’injectivité. On considère x et y dansE tels que x ≠ y. L’ordre étant total, on a par exemple y < x (le raisonnement
est semblable si x < y), donc f (y) ∈ f (x) par définition de f . Or d’après ce qui précède f (x) ∉ f (x), donc f (x) ≠ f (y).
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5.6. Fonctions normales

Théorème 5.6.5 (Caractérisation des fonctions normales)
Si une fonction OrdOrdOrd

f // OrdOrdOrd est telle que pour tout ordinal limite �
f (�) = sup

�<�
{f (�)}

alors f est normale si et seulement si
∀� ∈ OrdOrdOrd, f (�) < f (S �)

Preuve
L’un des sens de l’équivalence est immédiat, puisqu’une fonction strictement croissante est en particulier telle que

∀� ∈ OrdOrdOrd, f (�) < f (S �)

Réciproquement, faisons l’hypothèse que tout ordinal � est tel que f (�) < f (S �), et considérons un ordinal � quelconque.
Prouvons par récurrence transfinie sur �, que si � < � alors f (�) < f (�) :
• Le résultat est trivial pour � = 0 (� ≮ 0).
• Faisons l’hypothèse de récurrence pour �. Si � < S � alors � ⩽ � donc
— soit � = �, et alors f (�) = f (�) ;
— soit � < �, et alors par hypothèse de récurrence f (�) < f (�).
On a donc dans tous les cas

f (�) ⩽ f (�) < f (S �)

• Faisons l’hypothèse de récurrence pour tout 
 < � avec � ordinal limite. Si � < � alors S � < � (puisque � est limite),
donc

f (�) < f (S �) ⩽ sup

<�
{f (
)} = f (�)

Théorème 5.6.6 (Stabilité des ordinaux limites par les fonctions normales)
Si OrdOrdOrd

f // OrdOrdOrd est une fonction normale, et � un ordinal limite, alors f (�) est aussi un ordinal
limite.

Preuve
On considère une fonction normale OrdOrdOrd

f // OrdOrdOrd et un ordinal limite �. Pour justifier que f (�), qui est non nul (car
f (�) ⩾ � > 0), est un ordinal limite, il suffit de prouver que tout � < f (�) est tel que S � < f (�). Comme f (�) = sup

�<�
{f (�)},

on déduit de la définition d’une borne supérieure que si � < f (�) alors il existe un ordinal � < � tel que f (�) > �. Puisque
f est strictement croissante on a f (�) < f (�), donc

S � ⩽ f (�) < f (�)

Par conséquent f (�) est un ordinal limite.

Théorème 5.6.7
Pour toute fonction normale OrdOrdOrd

f // OrdOrdOrd et tout ordinal 
 ⩾ f (0), l’ensemble
{� ∈ OrdOrdOrd ∣ f (�) ⩽ 
}

admet un plus grand élément.
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Preuve
Notons

A ∶≡ {� ∈ OrdOrdOrd ∣ f (�) ⩽ 
} =
{

� ∈ [0, 
]OrdOrdOrd ∣ f (�) ⩽ 

}

(voir la remarque ci-dessous). L’ensemble A est transitif car si � ∈ � et � ∈ A, alors par définition � < � et f (�) ⩽ 
 donc
par stricte croissance de f

f (�) < f (�) ⩽ 


et par conséquent � ∈ A. On en déduit que A est un ensemble transitif d’ordinaux, donc c’est un ordinal. Si A est un ordinal
limite, alors

f (A) = sup
�∈A
{f (�)} ⩽ 


donc A ∈ A, ce qui est contradictoire. On en déduit que A n’est pas un ordinal limite. De plus A ≠ 0 (autrement dit A ≠ ∅)
car 0 ∈ A. Par conséquent A est un ordinal successeur, donc il a un plus grand élément (son prédécesseur).

Remarque 5.6.8 : La classe
AAA ∶≡ {� ∈ OrdOrdOrd ∣ f (�) ⩽ 
}

est bien un ensemble, puisque un ordinal appartenant àAAA est tel que
� ⩽ f (�) ⩽ 


doncAAA est inclus dans l’ensemble des ordinaux inférieurs ou égaux à 
 , c’est-à-dire queAAA est l’ensemble
{

� ∈ [0, 
]OrdOrdOrd ∣ f (�) ⩽ 

}

Théorème 5.6.9
Pour toute fonction normale OrdOrdOrd

f // OrdOrdOrd et tout ensemble non vide A d’ordinaux,
f (supA) = sup

�∈A
{f (�)}

Preuve
• Tout � ∈ A est tel que � ⩽ supA, donc puisque f est (strictement) croissante

f (�) ⩽ f (supA)

et par conséquent
sup
�∈A

{f (�)} ⩽ f (supA)

• Inversement, prouvons f (supA) ⩽ sup
�∈A

{f (�)} :
— Si supA = 0 alors A = {0}, donc

→
f (A) = {f (0)} et f (supA) = sup

�∈A
{f (�)}.

— Si supA est le successeur d’un ordinal �, alors puisque � < supA il existe � ∈ A tel que � < �, donc supA = S� ⩽ �.
On en déduit

f (supA) ⩽ f (�) ⩽ sup
�∈A
{f (�)}

— Si supA est un ordinal limite, alors pour tout � < supA il existe � ∈ A tel que � < �, donc
f (�) < f (�) ⩽ sup

�∈A
{f (�)}

On en déduit, puisque f est une fonction normale et supA un ordinal limite,
f (supA) = sup

�<supA
{f (�)} ⩽ sup

�∈A
{f (�)}
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Théorème 5.6.10 (Corollaire)
Pour toute fonction normale OrdOrdOrd

f // OrdOrdOrd , pour tout ordinal � et toute fonction �
g // OrdOrdOrd ,

f (sup

<�
{g(
)}) = sup


<�
{f (g(
))}

Preuve
Appliquons le théorème précédent à l’image de g, qui est un ensemble d’ordinaux :

f (sup Im(g)) = sup
�∈Im(g)

{f (�)}

Or
{f (�) ∣ � ∈ Im(g)} = {f (g(
)) ∣ 
 ∈ �}

donc
f (sup


<�
{g(
)}) = f (sup Im(g)) = sup


<�
{f (g(
))}

5.7 Arithmétique des ordinaux

Prérequis
Les différentes variantes de l’ordre antilexicographique (section 1.14 du volume 2 et section 1.6 de ce
volume), et le principe de récurrence transfinie (section 5.5).

Introduction
Nous pouvons définir des opérations arithmétiques sur la classe des ordinaux, qui généralisent les opéra-

tions arithmétiques sur ℕ (addition, multiplication,. . .), de façon équivalente :
1. Par la propriété des ensembles bien ordonnés isomorphes à un unique ordinal : le résultat d’une opéra-

tion entre deux ordinaux peut être défini comme l’unique ordinal isomorphe à un ensemble bien ordonné
construit à partir de ces deux ordinaux.

2. Par récurrence transfinie en généralisant, à l’aide du théorème 5.5.2, les définitions de l’arithmétique de
Peano.
On notera que ces méthodes font toutes les deux appel au schéma de remplacement (via l’existence d’un

ordinal isomorphe à un ensemble bien ordonné, ou via le principe de définition par récurrence transfinie).
Nous avons aussi défini des opérations entre cardinaux (section 4.11 du volume 2) qui généralisent les

opérations arithmétiques sur ℕ. Attention, ces opérations ne sont pas équivalentes. Si deux ordinaux � et �
sont aussi des cardinaux (nous verrons dans le chapitre 6 la construction usuelle des cardinaux dans ZFC, qui
sont choisis parmi la classe des ordinaux), l’addition, par exemple, des cardinaux � et �, ne donnera pas le
même résultat (en général) que l’addition des ordinaux � et �. C’est le contexte qui permettra de déterminer
s’il s’agit d’une addition ordinale, ou d’une addition cardinale.
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Addition

Définition 5.7.1 (Addition ordinale)
Pour tous les ordinaux � et � on définit � + �, de manière équivalente
1. Comme l’unique ordinal isomorphe à l’ensemble (bien ordonné) � ⊔ �, muni de l’ordre antilexico-

graphique.
2. Par récurrence transfinie sur � :

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

� + 0 = �
� + S � = S(� + �)
� + � = sup


<�
{� + 
} si � ∈ℒimℒimℒim

Preuve
1. La définition par l’isomorphisme a un sens : puisque les ordinaux � et � sont bien ordonnés, l’ensemble � ⊔ �, muni de

l’ordre antilexicographique, est un ensemble bien ordonné, donc il est isomorphe à un unique ordinal.
2. Justifions en détail que la définition récursive a un sens : pour tout ordinal �, appliquons le principe général de définition

par récurrence transfinie avec

A ∶≡ OrdOrdOrd a ∶≡ � F1 ∶

{

OrdOrdOrd⟶ OrdOrdOrd

� ⟼ S �
F2 ∶

{

ℒℒℒ ⟶ OrdOrdOrd

f ⟼ sup Im(f )

On a :
� + � def≡ G(�)

où OrdOrdOrd
G // OrdOrdOrd est l’unique fonction telle que pour tout ordinal �

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

G(0) = �
G(S �) = F1(G(�)) = S(G(�))
G(�) = F2(G|�) = sup Im(G|�) = sup


<�
{G(
)} si � ∈ℒimℒimℒim

La justification de l’équivalence des définitions sera donnée plus loin.

Remarque 5.7.2 : Il est possible de prouver ici que les deux définitions sont équivalentes, mais je préfère
donner d’abord différentes propriétés de l’addition ordinale, d’où découlera de façon immédiate cette équi-
valence.
Remarque 5.7.3 : Quelques conséquences immédiates de la définition par récurrence transfinie :
1. La restriction de l’addition ordinale aux entiers coïncide avec l’addition qui a été définie sur l’ensemble !

(c’est la même définition). En particulier, l’addition de deux ordinaux finis est un ordinal fini.
2. Pour tout ordinal �

� + 1 = � + S0 = S(� + 0) = S �

3. Pour tout ordinal �, la fonction x ⟼ � + x est une fonction normale, puisque par définition si � est un
ordinal limite

� + � = sup

<�
{� + 
}

et cette fonction est strictement croissante car pour tout ordinal �
� + S � = S(� + �) > � + �
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5.8. Théorème de Goodstein

Dans le cas où � est un ordinal limite, le théorème précédent montre que
sup

<�
{�
} = ��

mais sup

<�
{
�} peut être strictement inférieur à ��. Par exemple

sup

<!
{
!} = ! < !!

(car 0! = 0, 1! = 1, et si 1 < 
 < ! alors 
! = !).

Théorème 5.7.48 (Équivalence des définitions de l’exponentiation ordinale)
Les deux définitions de l’exponentiation ordinale sont équivalentes.

Preuve
Si on définit �� comme l’unique ordinal isomorphe à l’ensemble (bien ordonné) �(�), muni de l’ordre antilexicographique,
alors les théorèmes précédents prouvent que pour tout � ≠ 0 et tout �

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

�0 = 1
�S � = �� ⋅ �
�� = sup


<�
{�
} si � ∈ℒimℒimℒim

donc la fonction x⟼ �x est l’unique fonction vérifiant cette récurrence. De plus, si � = 0 on a bien

0� =

{

1 si � = 0
0 sinon

Nous pouvons encore une fois compléter la liste des ordinaux :
0 ⟶ 1 ⟶ 2 . . . ! ⟶ ! + 1 ⟶ ! + 2 . . .

. . . ! ⋅ 2 ⟶ ! ⋅ 2 + 1 ⟶ ! ⋅ 2 + 2 . . . ! ⋅ 3 ⟶ ! ⋅ 3 + 1 ⟶ ! ⋅ 3 + 2 . . .

. . . !2 ⟶ !2 + 1 . . . !2 + ! . . . !2 + ! ⋅ 2 . . . !3 . . . !! . . .

. . . !! ⋅ 2 . . . !!⋅2 . . . !!
2 . . . !(!

!) . . .

5.8 Théorème de Goodstein
Nous allons voir dans cette section une application classique des ordinaux : la démonstration du théorème

de Goodstein (évoqué dans le volume 1), à l’aide de calculs sur les ordinaux, ce qui peut d’ailleurs sembler
un peu étrange au premier abord, car ce théorème ne porte que sur les nombres entiers.

Théorème 5.8.1 (Lemme)
On considère un ordinal 
 , des ordinaux �1,… , �n (n ≠ 0) tels que

�n >⋯ > �1

et des ordinaux �1,… , �n strictement inférieurs à 
 . Alors pour tout ordinal � > �n

�n ⋅ �n +⋯ + 
�1 ⋅ �1 < 
�
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prouvable dans l’arithmétique de Peano (du premier ordre). Comme par ailleurs il n’est pas non plus réfutable
(car si l’arithmétique de Peano prouvait la négation du théorème, ZFC prouverait aussi cette négation, ce qui
n’est pas le cas sauf si ZFC est contradictoire), cela signifie que cet énoncé est indépendant dans l’arithmétique
de Peano.

5.9 Univers de von Neumann et axiome de fondation

Prérequis
La clôture transitive d’un ensemble (section 6.4 du volume 2) et l’axiome de fondation (section 6.5
du volume 2).

Nous allons dans cette section définir ce que l’on appelle l’univers de von Neumann, et revenir sur
l’axiome de fondation (je rappelle que nous ne supposons pas, dans ce chapitre, que cet axiome est auto-
matiquement vérifié).

Définition 5.9.1 (Hiérarchie cumulative, universVVV de von Neumann a)
1. On définit par récurrence transfinie la classe des ensembles V� (où � est un ordinal), que l’on appelle

la hiérarchie cumulative de von Neumann) :
⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

V0 = 0 (= ∅)
V�+1 = P

(

V�
)

V� =
⋃

�<�
V� si � ∈ℒimℒimℒim

2. On appelle univers de von Neumann, que l’on noteVVV , la classe des ensembles qui appartiennent à
un ensemble V� :

VVV
def≡

⋃

�∈OrdOrdOrd

V�
def≡

{

x ∣ ∃� ∈ OrdOrdOrd, x ∈ V�
}

a. John von Neumann (1903–1957), mathématicien et physicien américano-hongrois.

Remarque 5.9.2 : VVV est par définition la classe des ensembles qui appartiennent à un V�, mais si un en-
semble A est inclus dans un V�, alors A appartient aussi àVVV , car A ∈ P (

V�
)

= V�+1.

Exemple 5.9.3
On a

V0 = 0
V1 = P

(

V0
)

= {0} = 1
V2 = P

(

V1
)

= {0, {0}} = {0, 1} = 2

matical Society 14 (1982), p. 285-293.
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V3 = P
(

V2
)

= {0, {0}, {1}, {0, 1}} = {0, 1, 2, {1}}

V4 est un ensemble dont les 16 éléments sont
0
1, {1}, {2}, {{1}}
2, {0, 2}, {0, {1}}, {1, 2}, {1, {1}}, {2, {1}}
3, {0, 1, {1}}, {0, 2, {1}}, {1, 2, {1}}
{0, 1, 2, {1}}

V5 est l’ensemble des parties de V4, contenant donc 216 éléments ; et ainsi de suite. Pour le plus petit
ordinal limite, !, V! est la réunion de tous les ensembles Vn (avec n entier naturel) :

V! =
⋃

n<!
Vn =

⋃

n∈!
Vn

Théorème 5.9.4
Pour tout ordinal �, V� est un ensemble transitif.

Preuve
C’est immédiat par récurrence transfinie, car d’une part si un ensemble est transitif il en est de même pour l’ensemble de
ses parties, et d’autre part la réunion d’une famille d’ensembles transitifs est transitive :
• V0, c’est-à-dire l’ordinal 0, est (trivialement) transitif.
• Si V� est un ensemble transitif, alors P (

V�
), c’est-à-dire V�+1, est transitif.

• Si pour tout � strictement inférieur à l’ordinal limite �, V� est transitif, alors V� , qui est une réunion (indexée par �)
d’ensembles transitifs, est transitif.

Théorème 5.9.5
La famille (V�)�∈OrdOrdOrd est croissante : si � et � sont deux ordinaux tels que � ⩽ �, alors

V� ⊆ V�

Preuve
On considère un ordinal �. Démontrons V� ⊆ V� par récurrence transfinie sur � ⩾ � :
• Le résultat est trivial pour � = �.
• Faisons l’hypothèse V� ⊆ V� . Puisque V� est un ensemble transitif

V� ⊆ V� ⊆ P
(

V�
)

= V�+1

• On considère un ordinal limite � tel que � ⩾ �. Si � = � le résultat est établi, et si � < � alors on a par définition
V� ⊆

⋃


<�
V
 = V�
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Chapitre 6

Cardinaux

6.1 Définition et premières propriétés

J’ai donné dans le volume 2 une définition provisoire des cardinaux consistant à affirmer de manière
axiomatique l’existence, pour tout ensemble A, d’un ensemble |A| tel que |A| = |B| si et seulement si A et
B sont en bijection. Nous allons maintenant voir comment nous pouvons construire, à l’aide des ordinaux et
de l’axiome du choix, une telle fonction (A⟼ |A|) définie sur la classe de tous les ensembles.

Définition 6.1.1 (Cardinal)
1. On dit qu’un ordinal � est un cardinal lorsqu’il est le plus petit des ordinaux en bijection avec lui

(c’est-à-dire que si l’ordinal � est en bijection avec �, alors � ⩽ �) :

� est un cardinal def≡

{

� ∈ OrdOrdOrd

∀� ∈ OrdOrdOrd, (� ≃ � ⟹ � ⩽ �)

ce qui équivaut aussi à dire, par contraposition, que tout ordinal strictement inférieur à � n’est pas
en bijection avec � :

� est un cardinal def≡

{

� ∈ OrdOrdOrd

∀� ∈ OrdOrdOrd, (� < � ⟹ � ≄ �)

2. Pour tout ensemble A, on appelle cardinal de A le plus petit ordinal en bijection avec A, autrement
dit l’unique cardinal en bijection avec A. On le note |A| :

|A| def≡ min{� ∈ OrdOrdOrd ∣ � ≃ A}

Preuve
La définition du cardinal de A a bien un sens. En effet, nous savons qu’il existe au moins un ordinal en bijection avec A (tout
ensemble peut être bien ordonné d’après le théorème de Zermelo, et tout ensemble bien ordonné est isomorphe à un ordinal,
donc est a fortiori en bijection avec cet ordinal). Par conséquent la classe des ordinaux en bijection avec A est non vide, et
admet un plus petit élément, qui est par définition le cardinal de A. Ce plus petit élément � est par ailleurs un cardinal (tout
ordinal en bijection avec lui est en bijection avec A donc est supérieur ou égal à �), et il est unique puisque deux cardinaux
distincts ne peuvent pas être en bijection (si deux ordinaux en bijection sont tels que � < �, alors par définition � ne peut
pas être un cardinal).

Remarque 6.1.2 (Notations) : Pour désigner le cardinal de A, on trouve aussi d’autres notations comme
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‖A‖, #A, ou card(A).
Remarque 6.1.3 : Un ensemble A est un cardinal si et seulement si A = |A|.
Remarque 6.1.4 : Pour tout ordinal �, soit � est un cardinal, et alors |�| = �, soit � n’est pas un cardinal, et
alors |�| < �.

Théorème 6.1.5 (Caractérisation des ensembles en bijection par leur cardinal)
Deux ensembles A et B sont en bijection si et seulement si |A| = |B|.

Preuve
Si |A| = |B| alors A et B sont en bijection avec un même ordinal, donc sont en bijection. Réciproquement, si A et B sont en
bijection, |B| est un ordinal en bijection avec B, donc avec A, et par conséquent |A| ⩽ |B|. De la même manière |B| ⩽ |A|,
donc |A| = |B|.

Remarque 6.1.6 : En particulier deux cardinaux sont en bijection si et seulement si ils sont égaux.
Remarque 6.1.7 : Nous retrouvons la propriété prise comme définition provisoire des cardinaux dans le
volume 2. La définition précédente est donc bien compatible avec cette définition provisoire. En particulier,
les trois propriétés suivantes sont équivalentes (et signifient de manière informelle que les ensembles A et B
ont la même taille) :
• A et B sont en bijection.
• Il existe une injection de A dans B et une injection de B dans A.
• |A| = |B|.
Remarque 6.1.8 : On peut noter que c’est l’axiome du choix (via le théorème de Zermelo) qui a permis
d’associer un cardinal à tout ensemble. Sans cet axiome, on peut toujours associer à tout ensemble qui peut
être bien ordonné, le plus petit des ordinaux qui sont en bijection avec lui, mais ce n’est plus possible si
l’ensemble ne peut pas être bien ordonné (ce qui peut arriver si l’axiome du choix, équivalent au théorème du
bon ordre de Zermelo, n’est pas vérifié). Dans ce cas une possibilité pour définir le cardinal de tout ensemble
est d’utiliser l’astuce de Scott, c’est-à-dire de définir le cardinal d’un ensemble A comme l’ensemble de
tous les ensembles en bijection avec A, ayant un rang minimum (dans l’univers de von Neumann) parmi les
ensembles en bijection avec A :

|A| def≡

{

X ∣

{

X ≃ A
∀Y , (Y ≃ A ⟹ rang(Y ) ⩾ rang(X))

}

Il s’agit bien d’un ensemble, et pas d’une classe propre, inclus dans un V� : en notant
� ∶≡ min

{

� ∈ OrdOrdOrd ∣ ∃X ∈ V� , X ≃ A
}

la classe précédente est l’intersection de V� et de la classe des ensembles en bijection avecA, donc est incluse
dans V� :

|A| =

{

X ∈ V� ∣

{

X ≃ A
∀Y , (Y ≃ A ⟹ rang(Y ) ⩾ rang(X))

}

Comme � ⩽ rang(A) + 1 (car A ∈ Vrang(A)+1 et A ≃ A), on a aussi

|A| =

{

X ∈ Vrang(A)+1 ∣

{

X ≃ A
∀Y , (Y ≃ A ⟹ rang(Y ) ⩾ rang(X))

}
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