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Introduction

Ce livre est le troisitme volume d’une série qui doit, a terme, couvrir 1I’ensemble des notions du premier
cycle universitaire en mathématiques, tout en débordant largement sur le deuxieme cycle. Il sera donc utile
aux étudiants en licence ou en classes préparatoires scientifiques, ainsi qu’aux étudiants en master, y compris
ceux préparant le CAPES ou I’agrégation (dont les programmes sont également trés largement couverts par
cette série d’ouvrages) |. Les enseignants y trouveront aussi de nombreux éléments leur permettant de préparer
leurs cours, ou de compléter leurs connaissances dans des domaines qui ne leur sont pas familiers.

De maniére plus générale, cette série d’ouvrages pourra étre utile a toute personne s’intéressant aux ma-
thématiques actuelles (les mathématiques du XXI¢ siécle auxquelles fait référence le titre 2). Elle devrait, en
théorie, étre accessible méme sans connaissance préalable. En effet, les mathématiques sont prises a leur
début et les différents concepts progressivement construits, chaque définition, théoréme et démonstration ne
faisant appel qu’a ce qui a été défini précédemment. Ce principe général aura cependant quelques exceptions :
je pourrai, pour des raisons didactiques (notamment dans les remarques et exemples), ou par volonté de syn-
these, etre parfois amené a faire référence a des notions postérieures. A noter aussi que je suivrai un ordre me
permettant d’enchainer logiquement les différentes notions, mais qui n’est pas nécessairement I’ordre que 1’on
pourrait trouver dans un cursus universitaire, c¢’est-a-dire, par exemple, que certains éléments apparaissant
dans les premiers volumes, peuvent étre enseignés traditionnellement dans des classes de troisiéme année
de licence, voire au-dela. Néanmoins les chapitres peuvent étre largement indépendants, et la compréhension
d’un chapitre donné n’est pas toujours nécessaire a la compréhension de ceux qui suivent. Par ailleurs, lorsque
cela peut étre utile, les prérequis principaux seront indiqués au début d’une section >.

Chaque ouvrage se veut a la fois

e didactique, avec des preuves tres détaillées, des explications informelles, et de nombreux exemples et
contre-exemples;

e complet, voire encyclopédique, avec un exposé de nombreuses notions, des théorémes tous démontrés, et
de nombreux détails historiques (notamment sur [’origine des notations et du vocabulaire mathématique);

e synthétique, avec en particulier la volonté de multiplier les points de vue ; par exemple, les sujets pourront
étre abordés de fagon a la fois formelle et informelle, et il pourra arriver que je donne plusieurs définitions
équivalentes d’un méme concept, ou plusieurs preuves d’un méme théoreme.

J ai décidé de ne pas inclure de bibliographie, qui ne serait qu’une treés longue liste de documents, et
dont I'intérét serait limité, sachant que dans cet ouvrage, tous les termes sont définis, tous les théorémes
sont prouvés, et mon lectorat peut ainsi vérifier par lui-méme tous les résultats. Les affirmations non justi-
fiées (par exemple les remarques historiques) et certaines démonstrations sont directement sourcées dans les
notes de bas de page. Cependant, pour les remarques portant sur 1’origine du vocabulaire et des notations, je
n’indiquerai pas a chaque fois mes sources principales, qui sont

1. Ou des cursus équivalents, pour mon lectorat francophone non francais.

2. Le début du titre faisant par ailleurs référence aux Eléments d’Euclide, et aux Eléments de Mathématique de Bourbaki, deux
ceuvres partageant avec la présente série la volonté d’exposition des savoirs selon un ordre logique précis, a partir d’axiomes donnés.

3. Les différents prérequis indiqués ne correspondent ni 2 un minimum, ni a un maximum a connaitre pour comprendre la section
en cours, mais doivent étre pris comme une aide pour identifier, parmi les notions abordées précédemment, celles pouvant étre utiles.
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e Jeff MILLER. Earliest Uses of Some Words of Mathematics. URL : https : / / mathshistory . st -
andrews.ac.uk/Miller/mathword/

e Jeff MILLER. Earliest Uses of Various Mathematical Symbols. URL : https : //mathshistory . st -
andrews.ac.uk/Miller/mathsym/

o Florian CAJORI. A history of mathematical notations. The Open Court Publishing Co., 1928-1929

Je précise que les sources indiquées ne sont pas nécessairement exhaustives (je peux par exemple donner
uniquement une source simple d’acces, ce qui est le cas des précédentes), et que dans la mesure du possible,
je vérifie et recoupe toutes les informations, y compris les références données par ces différentes sources.
Par ailleurs, les citations issues de textes non francophones feront automatiquement 1’objet d’une traduction
personnelle, sans que je le précise non plus a chaque fois.

On notera aussi qu’aucun paragraphe ne commence par « exercice », ce qui ne veut pas dire que les lecteurs
ne disposent d’aucun matériel pour s’exercer : les exemples ainsi que les nombreux théorémes peuvent étre
considérés comme autant d’exercices corrigés (beaucoup d’énoncés que 1’on trouve fréquemment dans la
littérature sous I’intitulé exercice se trouvent ici sous 1’intitulé théoréme). Ainsi, chaque théoréme étant suivi
d’une preuve complete, il n’y aura pas dans cette série d’ouvrages d’expressions comme « la preuve est laissée
en exercice », « le lecteur prouvera lui-méme que. .. », et autres « on démontre facilement que. .. ».

Quelques algorithmes, implémentés en langage python, sont inclus dans cet ouvrage. Non seulement ce
langage a un certain nombre d’avantages intrinseéques (simple, libre et gratuit, multiplateforme,...), mais
il est aussi privilégié dans I’enseignement en France (que ce soit dans le secondaire ou le supérieur). Je
précise néanmoins que ces scripts python sont de simples illustrations permettant de faire fonctionner les
algorithmes dans des cas simples, et en aucun cas ne sont des exemples de code optimisé pour tel ou tel
usage. En particulier, je ne tiens pas compte de contraintes purement informatiques (temps de calcul, mémoire
utilisée.. . .), je ne vérifie pas la cohérence des données en entrée (la vérification doit se faire en amont), et je
ne ferai appel qu’a des types de données basiques (et sans définir de nouvelles classes) : entiers, chaines de
caracteres, booléens, et listes.

Les quatre premiers volumes de cette série traitent des fondements modernes des mathématiques. Je
prends cette expression dans un sens un peu général : au-dela de son acception la plus usuelle (comprenant,
pour faire simple, la logique mathématique et la théorie des ensembles), j’inclus d’autres sujets comme la
construction des ensembles classiques de nombres (ensemble N des entiers naturels, ensemble R des nombres
réels,...) ou I’étude de certaines structures algébriques de base (comme les groupes ou les anneaux).

Le premier volume traite essentiellement de la notion de logique mathématique, et le deuxieme de la
théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel. Ce troisieme volume est consacré a

e des compléments de théorie des ensembles : quelques généralités dans le chapitre 1, puis étude de la notion
d’ordinal (qui étend le principe permettant d’ordonner un ensemble fini) et de celle de cardinal (qui étend
le principe permettant de dénombrer un ensemble fini), dans les chapitres 5 et 6 (les cardinaux ont déja
été introduits de facon axiomatique dans le volume 2, ils sont ici construits, de facon classique, comme
des ordinaux particuliers) ; enfin le chapitre 7 donne deux exemples de théories alternatives des ensembles
(autres que la théorie standard de Zermelo-Fraenkel exposée dans le volume 2) : les théories des classes
(trés semblables) de von Neumann-Bernays-Godel (NBG) et de Morse-Kelley (MK), et la théorie New
Foundations with Urelements [Nouveaux Fondements avec Uréléments] (ou NFU);

e des compléments d’algebre et de mathématiques discretes, qui concernent les groupes et les anneaux dans
les chapitre 2 et 4 (notamment la notion d’anneau quotient, permettant la construction des anneaux Z/nZ
des entiers modulo #), et la théorie élémentaire des nombres (divisibilité dans N et Z, pgcd et ppcm...)
dans le chapitre 3;

e I’introduction de différentes théories mathématiques plus avancées : la théorie des modeles (chapitre 8),
qui étudie les relations pouvant exister entre des théories formelles et certaines structures algébriques, la
théorie de la calculabilité (chapitre 9), qui s’intéresse a la formalisation du concept d’algorithme et permet



de démontrer certains théoréemes dits de limitation (comme les théorémes d’incomplétude de Godel), et
la théorie des catégories et plus précisément celle des topos (chapitres 10 et 11), qui sera le cadre dans
lequel je présenterai une autre théorie alternative des ensembles, la théorie élémentaire de la catégorie des
ensembles (ou ETCS) de William Lawvere.

Le quatrieme volume sera consacré a des compléments de mathématiques discretes (théorie des nombres,
analyse combinatoire, introduction a la théorie des graphes), a des compléments sur les différentes structures
algébriques, a la construction des autres ensembles classiques de nombres (ensemble Q des rationnels, en-
semble R des réels,...), a la présentation de structures linéaires et topologiques, et a 1’introduction de la
théorie homotopique des types (qui permet un autre fondement formel alternatif des mathématiques).






Vocabulaire, notations et rappels

Je renvoie mon lectorat au premier volume pour quelques remarques introductives concernant le vocabu-
laire et les notations. Je ne rappellerai ici que quelques usages qui peuvent étre peu répandus, voire personnels
(les notations classiques ne feront pas 1’objet d’un rappel systématique, mais peuvent étre trouvées dans la
liste des symboles a la fin de cet ouvrage), ainsi que quelques principes vus dans les volumes précédents.

1. En ce qui concerne I’égalité, qui a en mathématiques un sens parfois subtil, je fais la distinction entre
égalité, égalité par définition, et affectation :

o ¢galité :

A=B
(«Aestégal a B »)
signifie : les objets A et B sont identiques.
e ¢galité par définition :
AZB

(« A est égal, par définition, a B »)
signifie : on donne par définition, a I’objet B, le nom A.
e affectation :
A= B

(« A prend la valeur B »)
signifie : la variable A prend la valeur B. Il s’agit en quelque sorte d’une affectation, dans le sens infor-
matique du terme.

2. Dans une formule, X représente une liste de variables x, ..., x,,, pour un entier n indéterminé. De plus, je
peux noter simplement « et » le connecteur logique pour la conjonction, a la place de la notation usuelle
(M), et « ou » le connecteur logique pour la disjonction, a la place de la notation usuelle (V), ce qui donne,
appliqué a deux propositions P et O :

PAQO ou PetQ
PvQO ou PouQ

Le connecteur pour la négation est noté —, celui pour 'implication = et celui pour I’équivalence < ,
ce qui donne pour ces trois autres connecteurs logiques classiques :

-P («non-P »)
P = Q0 (« P implique Q »)
P <= 0 (« P est équivalent a Q »)

3. Le symbole = désigne I’équivalence (sémantique ou syntaxique) de deux formules, dans le sens suivant :
si I" est une théorie donnée (en général implicite)

F=¢ ou juste F=2
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signifie
N--% g
ce qui équivaut aussi a
|
e+

le symbole F (conséquence syntaxique, c’est-a-dire inférence du systeéme de déduction), pouvant étre rem-
placé par le symbole F (conséquence sémantique). Cette formulation me permet en particulier de noter

F=C=x

pour signifier
N-% < ¢

'8¢ = #

. Je note C la relation d’inclusion et C la relation d’inclusion stricte : pour tous les ensembles A et B

o
@
-

ACB
ACB

Vxe A, x € B
ACBetA+B

o
@
=

Si A C B (respectivement A C B), on dit que A est un sous-ensemble (respectivement un sous-ensemble
strict), ou une partie (respectivement une partie stricte), de B.

. Pour tout ensemble A, j’appellerai relation d’arité n, ou prédicat d’ arité n, toute partie P de A", et je pourrai
noter indifféremment
(xgy...,x,) EP ou P(xy,....x,)

La donnée d’une relation équivaut a celle de sa fonction indicatrice (ou fonction caractéristique)

A" — {0, 1}
Xp: 1 si(xy,...,x,)EP
Pr )y x,) — ,( ! 2
0 sinon
Ainsi pour tous les éléments x, ..., x, de A, les trois expressions suivantes sont équivalentes

(x1...,x,) €EP P(xy,....x,) aplxp,..o.x,) =1
de méme que les trois expressions suivantes :

(x(y...x,) &P “P(xy,...,x,) xp(xq,....x,)=0

. Une fonction A S B est définie entierement sur A (fonction est synonyme de application, terme que
je n’utilise pas). Si le domaine de ce que j’ai appelé une relation fonctionnelle peut étre strictement inclus
dans A, il s’agit alors d’une fonction partielle de A dans B.

. Pour toute fonction A e B je note respectivement f et f les fonctions suivantes :

P(A) — P(B) ot P(B) — P(A)

I: X—{f(x)|xe X} [: Y— {x€eA| f(x)eY}

f(X) représente donc I’image directe de ’ensemble X par la fonction f, autrement dit ce qui est noté
plus classiquement f(X), et f(Y) représente donc 1’'image réciproque de I’ensemble Y par la fonction f,

autrement dit ce qui est noté plus classiquement £~ (Y).



8.

10.

11.

Pour tous les ensembles A et B je note

e A —> Bou B” I’ensemble des fonctions de A dans B.

Inj(A, B) ’ensemble des injections de A dans B.

Surj(A, B) ’ensemble des surjections de A dans B.
Bij(A, B) ’ensemble des bijections de A dans B.

e &, ’ensemble des permutations de A (c’est-a-dire des bijections de A dans A).

Je désigne les intervalles de tout ensemble ordonné A par la méme notation que pour les intervalles clas-
siques de R :

o
18

C

[a,b], = {x€ Ala<xetx < b}
la,b[, £ {x€ A|a<xetx <b)
]-00,b], £ {x€ A|x<b}

Pour tout ensemble A, | A| représente le cardinal de A. Les cardinaux ont pour 1’ instant été définis de facon
axiomatique (leur construction formelle se fera au chapitre 6), de telle sorte que pour tous les ensembles
AetB

e |A| = |Bj| siet seulement si A et B sont en bijection;
e |A| < |B] si et seulement si il existe une injection de A dans B.

Le cardinal d’un ensemble fini est son nombre d’éléments. En particulier pour tout entier naturel n
1[0, [ = [[1,n]| =n

L’expression A ~ B signifie, selon le contexte, que les ensembles A et B sont en bijection, ou que I’en-
semble A, muni d’une certaine structure, et I’ensemble B, muni de la méme structure, sont isomorphes.
Par exemple si (G, *, e) et (G', x, ¢’) sont deux groupes,

(G, *,e) ~ (G, x,e) ou juste GG

signifie que les deux groupes sont isomorphes.






Chapitre 1

Compléments sur les ensembles

1.1 Geénéralités sur la notion de cloture

Nous avons vu dans le volume 2 un principe général qui s’applique a différents domaines des mathéma-
tiques : on considére une partic A d’un ensemble E, un prédicat P sur P(FE) (autrement dit une propriété
que peuvent avoir les parties de E), et ’ensemble & des parties de E incluant A et vérifiant le prédicat P,
autrement dit

& ={XCE|ACXetP(X)}

Si & # @, on peut définir I’intersection A de cet ensemble :

A= ﬂX

Xe&

Si de plus A vérifie le prédicat & (ce qui est notamment le cas si & est stable par intersection), alors A est le
plus petit élément de (&, C), c’est-a-dire le plus petit sous-ensemble de E incluant A et vérifiant le prédicat
P.
C’est ainsi qu’ont été définis :
e le sous-groupe engendré par un sous-ensemble A d’un groupe G, avec le prédicat « €tre un sous-groupe » :
comme |’intersection de sous-groupes est un sous-groupe, I’intersection de tous les sous-groupes de G
incluant A est le plus petit sous-groupe de G incluant A.

e le sous-anneau engendré par un sous-ensemble B d’un anneau A, avec le prédicat « étre un sous-anneau » :
comme l’intersection de sous-anneaux est un sous-anneau, 1’intersection de tous les sous-anneaux de A
incluant B est le plus petit sous-anneau de A incluant B.

e |’idéal engendré par un sous-ensemble B d’un anneau commutatif A, avec le prédicat « étre un idéal » :
comme I’intersection d’idéaux est un idéal, I’intersection de tous les idéaux de A incluant B est le plus
petit idéal de A incluant B.

Nous allons voir dans la suite de ce chapitre deux autres applications de ce principe, dit de cldture, la
cloture de relations binaires, qui correspond au cas de relations binaires (c’est-a-dire de parties d’un ensemble
produit E X E) vérifiant certaines propriétés, et la cloture d’opérations, qui correspond au cas de parties d’un
ensemble E stables par certaines opérations (d’ou I’on déduit le principe d’induction structurelle, que nous
avons vu de facon informelle dans le volume 1).
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1.2 Cloture de relations binaires

Prérequis
Les relations binaires (notamment les sections 1.5, 1.11, et 2.2 du volume 2).

Théoréme 1.2.1 (Intersection de relations binaires)
Si (Z,);cr est une famille non vide de relations binaires sur un ensemble E, alors I’intersection des
relations
%= (2,
i€l

est une relation binaire sur E, telle que pour tout x et y dans E
xRy <= Viel, xR,y

De plus la relation & est plus forte que toutes les relations &; (autrement dit & est incluse dans toutes
les&;) :
Vie ILV(x,y) € EXE,(xRy = xR;y)

et X est la plus faible de toutes les relations sur E plus fortes que toutes les &, (autrement dit toute
relation sur E incluse dans toutes les &; est incluse dans &) : si &’ est une relation binaire sur E telle
que

VieILV(x,y) E EXE,xR'y = xR.y)

alors
V(x,y) EEXE,(xR'y = xZ&Y)

Preuve
11 s’agit juste d’expliciter les propriétés de I’intersection d’une famille d’ensembles. Puisque tous les &, sont des sous-
ensembles de E X E, leur intersection est aussi un sous-ensemble de E X E, c’est-a-dire une relation binaire. Par définition
de I’intersection

x,NER = Viel,(x,y) €A,

autrement dit
xRy <= Viel, xR,y

Par ailleurs, la relation & est la borne inférieure de {&, },c; dans P(E X E) (propriété de la borne inférieure d’une famille),
donc & est incluse dans tous les &, (autrement dit & est plus forte que toutes les relations &,), et si B’ est incluse dans
toutes les &, alors Z' C & (autrement dit si &' est plus forte que tous les &, alors R’ est plus forte que &).
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Exemple 1.2.2 (Exemples d’intersections de relations binaires)
1. Dans Z, I’intersection des relations de congruence modulo n (pour n € N*) est la relation d’égalité,
car le seul entier divisible par tous les entiers naturels non nuls est 0, donc

xRy = VneN n|(x—-y) = x—-y=0 = x=y
2. Dans Z, I'intersection des relations de congruence modulo n, pour n € {n,, ..., n,}, est la relation
de congruence modulo ppecm(ny, ..., n,). En effet, les lignes suivantes sont équivalentes :
xRy




1.2. Cloture de relations binaires

Vk e[l,pl,x=y mod n;
Vk e [l,pl,n | (x=1y)
ppem(ny, ..., n,) | (x — )

x=y mod ppem(ny,...,n,)

Théoreme 1.2.3 (Conservation de propriétés de relations binaires par intersection)

1. L’intersection de relations binaires réflexives (respectivement antiréflexives, symétriques, antisy-
métriques, asymétriques, transitives) est réflexive (respectivement antiréflexive, symétrique, antisy-
métrique, asymétrique, transitive).

2. Lintersection de relations d’ordre (respectivement de préordre, d’ordre strict, d’équivalence) est
une relation d’ordre (respectivement de préordre, d’ordre strict, d’équivalence).

Preuve
1.

o Si(R,),c; est une famille de relations binaires réflexives sur E, alors pour tout x € E et pourtouti € I, (x,x) € &,
donc
xxe(% =2
iel
ce qui signifie par définition que & est réflexive.

o Si (R,),c; est une famille de relations binaires antiréflexives, alors pour tout x € E, on a (x,x) ¢ & car sinon (x, x)
serait un élément de tous les &, (on peut noter qu’il suffit qu’une des relations 2, soit antiréflexive pour que & le soit).

o Enfin, faisons I’hypothese que (&)<, est une famille de relations binaires symétriques (le raisonnement est semblable
pour des relations antisymétriques, asymétriques, transitives). Pour tout (x,y) € E X E, si (x, y) € & alors pour tout
iel,(x,y) € R, donc (y,x) € R,, et par conséquent (y, x) € R.

2. Comme ’intersection conserve les propriétés caractérisant les relations d’ordre (respectivement de préordre, d’ordre strict,

d’équivalence), on en déduit que I'intersection de relations d’ordre (respectivement de préordre, d’ordre strict, d’équiva-
lence) est une relation d’ordre (respectivement de préordre, d’ordre strict, d’équivalence).

Remarque 1.2.4 : Si (£,);c; est une famille de relations binaires totales, leur intersection ne I’est pas né-
cessairement. Par exemple, sur {0, 1}, les relations binaires

{(0,0),(1, 1), (0, 1)} et {(0,0),(1,1),(1,0)}

sont totales, mais leur intersection

Z = {(0,0),(1,1)}

ne I’est pas, car (0, 1) ¢ R et (1,0) ¢ XK.

Définition 1.2.5 (Cloture transitive, cloture réflexive transitive, relation d’équivalence engendrée)
On considére une relation binaire & sur un ensemble E.

1. On appelle cléture transitive de R la plus petite (au sens de I’inclusion) des relations transitives
incluant &. C’est I’ensemble & que 1’on peut définir des deux fagons équivalentes suivantes :

e Définition de haut en bas : & est I’intersection de toutes les relations transitives incluant &.

11
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e Définition de bas en haut :

ou (&), est définie par récurrence :

n%o=n%
Ry ={(x,y) EEXE|3z€ E,xRzect 2Ry}

Ce qui équivaut aussi a

xO =X
xRy < IneN,Ixp ..., X,41) € E" R x, =y
Vi € [0,n], x,Rx;

2. On appelle cléture réflexive transitive de & la plus petite (au sens de 1’inclusion) des relations
réflexives et transitives incluant &. C’est I’ensemble & que I’on peut définir des deux fagons équi-
valentes suivantes :

e Définition de haut en bas : & est I'intersection de toutes les relations réflexives et transitives
incluant £.

e Définition de bas en haut :

R = U‘%" U{(x,x)| x € E}

neN

(ou (£ ,),en est définie comme précédemment), ce qui équivaut donc aussi a

x0=x
xRy < (x=y)ou|Ine N, 3(xgs -+ s Xyq1) € E"? Xpp1 =V
Vi € [0,n], x,Bx;

ou encore a

x0=x
xRy < IneN,I(xy....x,) € EIx =y

n

Vi € [0,n[, x,Rx;

3. On appelle relation d’équivalence engendrée par & la plus petite (au sens de 1’inclusion) des rela-
tions d’équivalence incluant &. C’est I’intersection de toutes les relations d’équivalence incluant

R.

12

Preuve

1. Définitions de haut en bas : toute relation & sur E est incluse dans la relation E X E (I’ensemble de tous les couples
de E X E est un cas particulier de relation binaire), qui est transitive, réflexive, symétrique (donc c’est aussi une relation
d’équivalence), ce qui montre que 1I’ensemble des relations transitives (respectivement réflexives et transitives, d’équi-
valence) incluant & n’est pas vide, et permet de définir son intersection &. D’aprés le théoréme précédent, & est une
relation transitive (respectivement réflexive et transitive, d’équivalence) et par conséquent c’est la plus petite des relations
transitives (respectivement réflexives et transitives, d’équivalence) incluant & (principe général de définition par cloture).
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1.6. Compléments sur les relations d’ordre de type lexicographique

Définition 1.6.10 (Ordre lexicographique et antilexicographique sur des ensembles de fonctions)
On considere un ensemble ordonné A et un ensemble totalement ordonné B.

1. On appelle ordre lexicographique strict sur B — A, la relation d’ordre strict <g suivante :

wr f(b) < g(b)
f<g8 = EIbeB’{Vx<b,f(X)=g(x)

2. On appelle ordre antilexicographique strict sur B — A, la relation d’ordre strict <, suivante :

def f(b) < g(b)
= dbeB
f<a8 € ’{Vx>b,f(x)=g(x)

Remarque 1.6.11 : Dans le cas lexicographique, 1’élément b est tel que
b=min{x € B| f(x) # g(x)}
et dans le cas antilexicographique, il est tel que

b=max{x € B| f(x) # g(x)}

Méme si les A; sont des ensembles totalement ordonnés, les ordres lexicographique et antilexicogra-
phique définis sur A; ne sont pas nécessairement totaux. En effet, on déduit de la définition que deux
éléments distincts (lxeil)iE 1 et (;);es sont comparables pour I’ordre lexicographique (respectivement antilexi-
cographique) si et seulement si {i el|x; # yi} admet un plus petit élément (respectivement un plus grand
€élément) m. L’ordre sur les A; étant total, on a alors x,, < y,, ou y,, < Xx,,,.

Par exemple, si on se place dans I’ensemble Z_ — {0, 1}, alors pour I’ordre lexicographique les fonc-
tions

Z_— {0,1} Z_—{0,1}
f: 0 sinestpair et g: 1 sinestpair
n H . . . n |_) . . .
1 sinestimpair 0 sinestimpair

ne sont pas comparables (car I’ensemble {x eZ_| fx)# g(x)} n’a pas de plus petit élément), ce que ’on
peut aussi visualiser ainsi :

f: ..1,0,1,0,1,0
g: ..0,1,0,1,0,1

Si on se place dans I’ensemble N — {0, 1}, alors pour I’ordre antilexicographique les fonctions

N — {0, 1} N— {0,1}

f: 0 sinest pair et g: 1 sinestpair
n ’_) . . . n '_) . . .
1 sinestimpair 0 sinestimpair

ne sont pas comparables (car ’ensemble {x € N | f(x) # g(x)} n’a pas de plus grand élément), ce que 1’on
peut aussi visualiser ainsi :

f: 010,1,0,1,...
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g: 1,0,1,0,1,0,...

Mais il suffit d’ajouter quelques conditions simples pour obtenir un ordre total. Une premiere facon de
faire est de munir le domaine d’un bon ordre :

Théoreme 1.6.12 (Ordre (anti)lexicographique total sur un produit)
On consideére un ensemble totalement ordonné I et une famille d’ensembles totalement ordonnés
(ADier
1. Si toute partie non vide de I admet un plus petit élément (autrement dit si (I, <;) est bien ordonné),
alors 1’ordre lexicographique sur H A; est total.
iel
2. Si toute partie non vide de I admet un plus grand élément (autrement dit si (1, > ;) est bien ordonné),

alors 1’ordre antilexicographique sur H A; est total.
iel

Preuve
1. Pour toutes familles distinctes (x;);c; et (¥,);e; de H A;, 'ensemble {i el|x # y,.} est non vide, donc admet un plus
iel
petit élément m (puisque I est bien ordonné). On en déduit que (x;),c; et (¥;);c; sont comparables (si x,, < y,, alors
(x)ier <g Vier-> €tsix, >y, alors (x,),c; >o (¥);er), €t par conséquent ’ordre lexicographique sur H A, est bien
iel

total.

2. Si toute partie non vide de 1 admet un plus grand élément (pour <;), cela signifie que / muni de ’ordre inverse >; est
bien ordonné. Il suffit alors d’appliquer le résultat précédent, car la définition de 1’ordre antilexicographique sur H A,

iel
lorsque I est muni de <, correspond a la définition de I’ordre lexicographique sur H A, lorsque I est muni de I’ordre
iel

inverse >,.

Théoréme 1.6.13 (Corollaire 1)
Pour tout ensemble fini totalement ordonné [ et toute famille d’ensembles totalement ordonnés (A;);c;,

les relations <g et < définies sur H A; sont des relations d’ordre total.
il

Preuve
11 suffit d’appliquer le théoréme précédent, puisque dans un ensemble fini totalement ordonné, toute partie non vide admet
un plus petit et un plus grand élément.

Théoreme 1.6.14 (Corollaire 2 : ordre (anti)lexicographique total sur B — A)
On considere deux ensembles totalement ordonnés A et B.

1. Si toute partie non vide de B admet un plus petit élément (autrement dit si (B, <) est bien ordonné),
alors I’ordre lexicographique sur B — A est un ordre total.

2. Si toute partie non vide de B admet un plus grand élément (autrement dit si (B, >) est bien ordonné),
alors 1’ordre antilexicographique sur B — A est total.

Preuve
Il s’agit d’un cas particulier du cas général (ou la famille (A,;),c; est constante).
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Chapitre 2

Compléments sur les anneaux

2.1 Rappels et propriétés diverses

Jerappelle d’abord briévement quelques points en rapport avec les anneaux : a tout anneau (A, +, X, 04, 1 4)
correspond le groupe additif sous-jacent (A, +,0,) et le groupe multiplicatif (A%, X, 1 ;) des éléments inver-
sibles. Un anneau trivial est un anneau n’ayant qu’un élément (ou de maniere équivalente, un anneau dans
lequel 04 = 1,). Un anneau ordonné est un anneau muni d’une relation d’ordre compatible avec 1’addition,
et avec la multiplication par un élément positif (ce qui équivaut a la stabilité des éléments positifs par multi-
plication). On a dans un anneau ordonné la régle des signes usuelles (le produit de deux éléments positifs, ou
de deux éléments négatifs, est positif, et le produit d’un élément positif et d’un élément négatif est négatif).
Un anneau totalement ordonné est un anneau ordonné pour lequel la relation d’ordre est totale ; on a alors no-
tamment a*> > 0 , pour tout a, et 1, > 0, (si ’anneau n’est pas trivial). Dans un anneau totalement ordonné,
on peut définir la valeur absolue de tout élément a par

de a sia>0

|a| = max(a, —a) ou de facon équivalente |a]

-
o
@

Y

—a sia<0

Un corps gauche est un anneau non trivial dans lequel tout élément non nul est inversible.
Les corps et les anneaux intégres ont tous les deux été définis de facon assez semblable : ce sont des
anneaux commutatifs non triviaux, avec une propriété supplémentaire :

e dans le cas des corps : tous les éléments non nuls sont inversibles (un corps est donc un corps gauche
commutatif) ;

e dans le cas des anneaux intégres : il n’y a aucun diviseur de zéro, ce qui équivaut a dire que pour tout a et b
abZOA — (azvoubZOA)

De plus dans les deux cas les éléments non nuls sont simplifiables pour la multiplication. Nous savons que
tout corps est un anneau intégre (car un €lément inversible ne peut pas étre un diviseur de z€ro). La réciproque
n’est pas vraie dans le cas général (par exemple Z est un anneau intégre mais pas un corps), mais elle 1’est
pour des anneaux finis :

Théoreme 2.1.1 (Anneaux integres finis)
Tout anneau integre fini est un corps.
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2.2. Exemples de sommes classiques dans un anneau

et c’est un élément de A qui commute avec a et b. On notera en particulier que pour tout entier n, n, commute
avec tout a € A, donc si I’élément n 4 est inversible, alors on peut définir pour tout a € A

a

ny

o
@

L any) T = () la

Attention, n 4 n’est pas nécessairement inversible, méme dans un corps, car il est possible d’avoir n, = 0. Par
exemple, dans le corps Z/3Z (voir la section4.3),onal+1+1=0.

Théoreme 2.1.2
Si n est un entier non nul qui divise I’entier k, et si I’élément n, de I’anneau A est inversible, alors

pour touta € A
k

a
n Ny

Preuve
On a

Or n, est inversible, donc simplifiable, et par conséquent

L
n nA

2.2 Exemples de sommes classiques dans un anneau

Prérequis
Les calculs sur les sommes (section 4.8 du volume 2).

Commencons par deux théorémes dont je pourrai utiliser les résultats dans certains calculs. Le premier
nous assure que si, dans un anneau, deux sommes sont telles que les termes de 1’une commutent avec ceux
de I’autre, alors les deux sommes commutent :

Théoréme 2.2.1
On considere des entiers m < net p < g, et deux familles (g;),,¢;<, €t (b j) e
A, telles que pour tout i € [m, n] ettout j € [p, ql, a; et b ; commutent. Alors

d’éléments d’un anneau

n q q n
Ta)(Zo)=(2e)(Ze
i=m Jj=p Jj=p i=m

49



Chapitre 2. Compléments sur les anneaux

Preuve
On a

Le deuxieme théoréme nous permet d’étendre certains résultats sur les sommes, que nous avons démontrés

pour des produits d’éléments d’un anneau, a des termes de la forme na, ou n est un entier et a un élément
d’un anneau :

Théoreme 2.2.2
1. On considere deux entiers m < n, un entier k et une famille (a;),,<;<, d’€1€éments d’un anneau. Alors

n n
Z ka, =k Z a;
i=m

=m

2. On considere deux entiers m < n, un €lément a d’un anneau et une famille (k;),,<;<, d’entiers. Alors

ikia= iki a
i=m i=m

Preuve
Par récurrence sur n > m : le résultat est immédiat pour n = m (ka,, = ka,, et k,,a = k,a), et si on fait ’hypothese de
récurrence au rang n, alors, en faisant appel aux propriétés rappelées dans la section précédente, on a

n+1 n n n n+1
ikai = .Zka,.%-kawrl =k2‘a,.+kawrl =k(2ai+an+l> =k(iai>

et

n+1 n n n n+1
ikia =Y ka+k,a= (Z ki>a+ k. a= (2 k, + km)a = (i ki>a

i=m i=m i=m

Théoréme 2.2.3 (Factorisation de a” — b")
Pour tous les éléments a et b d’un anneau A tels que ab = ba, et pour tout entier naturel non nul »

n—1 n—1
a"— b =(a-b) Y d- b =(a-b) Y a7k Bk
k=0 k=0

autrement dit
a'— b =@-b)d" " +a" b+ +ab"r+ b

Preuve
Comme a et b commutent, on a

n—1 n—1 n—1 n n—1
(a— b)z akp1k = Z gk pr1—k Zakbn—k — Zakbn—k _ Z bR = g — B
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0

On obtient I’autre égalité en effectuant le changement d’indice k — n — 1 — k dans la somme.
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Chapitre 3

Compléments de théorie des nombres

3.1 Compléments sur la divisibilité dans N et Z

Prérequis
La divisibilité dans un anneau (section 2.4).

Généralités

Nous allons d’abord préciser dans cette section quelques propriétés générales de la divisibilité dans Z (et
dans son sous-ensemble N), en reprenant notamment I’étude de la divisibilité dans un anneau integre de la
section 2.4. Les notions de pgcd et ppcm seront étudiées en détail dans la section 3.4.

Notons que si a et b sont des entiers naturels, a divise b dans Z si et seulement si a divise b dans N (au
sens de la relation de divisibilité définie dans N) :

e Siadivise b dans N, cela signifie par définition qu’il existe ¢ € N tel que b = ac, donc a fortiori a divise b
dans Z (c € Z).

e Réciproquement, si a divise b dans Z, cela signifie par définition qu’il existe c € Ztelque b = ac.Sib =0
alors a divise b dans N (a X 0 = 0). Sinon, b > 0 et @ > 0, donc ¢ > 0 d’apres la regle des signes, et par
conséquent a divise b dans N.

On en déduit que I’ensemble des diviseurs de a dans N est égal a I’ensemble des diviseurs positifs de a dans
Z, autrement dit I’intersection de N et de I’ensemble des diviseurs de a dans Z :

ef def

DN £ (deN|d|ya}={deZ |dlya}j=Nn{deZ|d|,a} € NnD*

o

De méme, I’ensemble des multiples de a dans N est égal a I’ensemble des multiples positifs de a dans Z,
autrement dit ’intersection de N et de I’ensemble des multiples de a dans Z :

<,

aN £ {meNlale}={m€Z+|a|Zm}=Nn{m€Z|a|Zm} £ NnaZ
Je rappelle aussi quelques propriétés de la divisibilité dans Z et N :

e Sia € N alors a divise 1 si et seulement si a = 1. De mé€me, puisque le produit de deux entiers relatifs est
égal a 1 si et seulement si ils sont tous les deux égaux a 1, ou a —1, on en déduit qu’un entier relatif divise
1 si et seulement si il est égal a 1 ou —1.

e Si a et b sont des entiers naturels tels que a | b et b # 0, alors a < b (donc par contraposition si a | b et
b < a, alors b = 0, autrement dit le seul multiple de a strictement inférieur a a est 0).
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Eléments associés

Reprenons le concept d’éléments associés dans un anneau integre. Puisque les seuls éléments inversibles
de Z sont 1 et —1, si a et b sont des entiers relatifs

a~b = a=boua=-b = |a|=]|b|

On notera en particulier
a~ |al

On a aussi, d’apres la définition des éléments associés,
lal=16| = azZ=bZ = D?=D}

Dans le cas ou a et b sont des entiers naturels, a ~ b si et seulement si a = b, puisque dans ce cas a | b et
b | asi et seulement si a = b (1a relation de divisibilité n’est pas une relation d’ordre sur Z, mais elle I’est sur
N), et on a aussi

— = — — N _ pN
a=b = aN=bN = DN=D)

Nous savons aussi que si a ~ a’ et b ~ b’, alors
alb = d |V

En particulier, a divise b si et seulement si |a| divise |b|.

Division euclidienne

Je redonne pour finir le principe de la division euclidienne dans N ou Z, auquel j’ajoute une variante que
je n’avais pas mise dans le volume 2 :
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Preuve
Les preuves des deux premieres variantes ont été données dans le volume 2. On en déduit la preuve de la troisieme (ou b
peut étre un entier négatif) : si b < 0 alors —b > 0, et on déduit de la deuxiéme variante deux entiers relatifs g et r tels que

a=(=b)g+r=>b(-q)+r
0<r<-b

Dans les deux cas (b > 0 ou b < 0), il existe deux entiers relatifs g et r tels que

a=bg+r
0<r<|b

(si b > 0alors |b| = b, et si b < 0 alors |b| = —b). Et I'unicité se déduit de celle de la deuxieme variante.

Remarque 3.1.2 :
1. Si 0 < a < b alors le reste de la division euclidienne de a par b est, par unicité, le nombre a lui-méme
puisque a =bXx0+a:
0<a<b = res(a,b)=a

2. Le reste de la division euclidienne de a par b est nul si et seulement si b divise a :
res(a,b)=0 < b|a

En effet, si res(a, b) = 0 alors a = bq, donc b divise a, et réciproquement, si b divise a alors il existe g € Z
tel que a = bg = bg + 0, donc, par unicité du reste, res(a, b) = 0.

Remarque 3.1.3 : On trouve aussi la variante suivante de la division euclidienne, dans laquelle le reste peut
étre négatif : pour tout (a, b) € Z x Z*, il existe un couple (¢, r) € Z> tel que

a=bg+r
lr] <]

Cette variante, qui se déduit immédiatement du théoréme précédent (s’il existe r tel que 0 < r < |b|, alors
a fortiori |r| < b), est un cas particulier d’une définition plus générale de division euclidienne valable dans
d’autres anneaux (les anneaux dits euclidiens, qui partagent avec Z un certain nombre de propriétés liées a
la divisibilité). Mais dans ce cas il n’y a plus unicité du couple (g, r). Par exemple, la division euclidienne de
7 par 3 peut alors donner

3x241=7=3%x3-2

3.2 Compléments sur les nombres premiers

Prérequis
Les nombres premiers (section 4.10 du volume 2) et les sommes et produits a support fini (section 4.8
du volume 2).

Commencons par une petite propriété simple des nombres premiers que je serai amené a employer dans
un chapitre ultérieur.
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Chapitre 3. Compléments de théorie des nombres

Preuve
On considere un entier » et son développement décimal

n= iaklok

k=0

Ona

p—1

P p-1
n=a,+ Y a0 =a,+ Y a,, 104 =a,+10 ) a,,,10"
k=1 k=0

k=0
p—1

Or les nombres 2, 5, 10 divisent 10, donc divisent aussi 10 Z a;,,10%. On en déduit :
k=0

o nestdivisible par 2 si et seulement si g, est divisible par 2, c¢’est-a-dire (puisque g, € [0, 9]) si et seulement si a,, est égal
a0,2,4,6,ou8.

e nest divisible par 5 si et seulement si a,, est divisible par 5, c’est-a-dire si et seulement si q,, est égal a 0 ou 5.

e nest divisible par 10 si et seulement si a,, est divisible par 10, c’est-a-dire si et seulement si a,, est égal a 0.

De méme
p p—2 p-2
n=ay+10a,+ Y a,10" = ay+10a, + )" a,,,10? = g, + 10a, + 100 ) a,,10*
k=2 k=0 k=0

Or 4 divise 100, donc 4 divise n si et seulement si 4 divise g, + 10a,; (le nombre formé en décimal par les deux derniers
chiffres de n). Enfin, en notant .S la somme des chiffres de n on a

a, (10K = 1)

p p p
n—S=ZaklOk—Zak =

k=0 =0 k=0
Or pour tout entier k, 10 — 1 divise 10* — 1, autrement dit 9 divise 10¥ — 1 (donc 3 divise aussi 10* — 1). Par conséquent 3 et

P
9 divisent Z ak(IOk — 1). On en déduit que 3 (respectivement 9) divise # si et seulement si 3 (respectivement 9) divise .S.
k=0

Remarque 3.3.7 : Nous verrons d’autres exemples de critéres de divisibilité dans la section 4.3 (exemple
4.3.18, p. 133).

3.4 Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple dans N et Z

Prérequis
La divisibilité dans N et Z (section 3.1), les treillis (sections 8.7 du volume 1 et 2.6 du volume 2), et
les idéaux d’un anneau (section 2.9 du volume 2).

Définitions et premieres propriétés

Nous allons étudier dans cette section les notions de plus grand commun diviseur (pgcd) et de plus petit
commun multiple (ppcm), a la fois dans N et dans Z. On pourrait penser que 1’étude dans Z uniquement est
suffisante, puisque N C Z, mais il peut étre intéressant de définir ces notions sans faire appel a la structure
d’anneau de Z. 1l y a par ailleurs une spécificité intéressante dans N : la relation de divisibilité est alors une
relation d’ordre (ce qui n’est pas le cas dans Z), et le pgcd et ppcm de deux éléments a et b sont respectivement
la borne inférieure et la borne supérieure de {a, b}. Ainsi, N, muni de la relation de divisibilité, est un treillis
(il en est aussi de méme pour N*).
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Preuve

1. Borne inférieure : si a ou b est nul : on peut choisir par exemple a = 0 (le raisonnement est semblable si b = 0). L’ensemble
des diviseurs de a est alors N et un diviseur commun a a et b est un diviseur de 5. On en déduit que b est la borne inférieure
(pour |)de aet b (0 A b = b). Si a et b sont différents de 0, notons

n= H pin(p(@-0,(5)
peP

et vérifions que n est le pgecdde aet b :
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Chapitre 3. Compléments de théorie des nombres

Théoréme 3.4.17 (Théoréeme de Bachet-Bézout)
Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe des entiers u et v tels que

au+ bv =1

Preuve
Par définition, si a et b sont premiers entre eux, alors on a une relation de Bézout avec 1 comme pged. Réciproquement, si
au+bv =1,alorsaAb]| 1, etparconséquenta A b = 1.

Remarque 3.4.18 (Remarque historique) : Ce théoréeme porte traditionnellement, mais de fagon impropre,
le nom de Bézout, mais il est plus juste de I’attribuer au mathématicien et poete francais Claude-Gaspard Ba-
chet de Méziriac (1581-1638) 2 qui justifie, dans la seconde édition de ses Problémes plaisans et délectables,
qui se font par les nombres (1624), que si deux nombres a et b sont premiers entre eux, alors il existe des
entiers u et v tels que au + bv = 1. Plusieurs problémes sont consacrés a ce sujet, comme sa « Proposition
XVIII » :

« Deux nombres premiers entre eux étant donnés, trouver le moindre multiple de chacun
d’iceux, surpassant de ’'unité un multiple de 1’autre. » 3

Bézout, quant a lui, a étudié des problémes connexes (on peut trouver par exemple dans son Cours de
mathématiques a l’'usage des gardes du pavillon et de la marine un exemple de résolution d’une équation
en x et y de la forme ax + by = ¢), mais on lui doit surtout la généralisation du théoréme précédent aux
polyndmes : parmi les conséquences d’une étude de Bézout exposée dans un mémoire de 1764 %, il montre
que le pged de deux polyndmes peut s’exprimer comme combinaison linéaire de ces polynomes. L attribution
de ce principe 2 Bézout se fera au début du XX siecle, et sera essentiellement popularisée par Bourbaki >,
dans le cadre plus général des anneaux principaux, dans un ouvrage publié en 1952°.7

Remarque 3.4.19 : Nous verrons plus loin (algorithme 3.4.53, p. 100) comment trouver des coefficients u
et v tels que
au+bv=aAnb

et de facon plus générale (théoreme 3.4.55, p. 101) comment résoudre une équation d’inconnues x et y de la
forme

ax+by=c
Théoréme 3.4.20 (Lemme de Gauss)
Pour tous les entiers relatifs a, b, ¢
a| be
= alc
anb=1

2. D’ou I’appellation Théoréme de Bachet-Bézout que 1’on peut trouver récemment dans le monde francophone.

3. Claude-Gaspard Bachet de MEZIRIAC. Problémes plaisans et délectables, qui se font par les nombres. Partie recueillis de
divers autheurs, partie inventez de nouveau avec leur démonstration. 2° éd. 1624.

4. Recherches sur le degré des équations résultantes de I’évanouissement des inconnues et sur les moyens qu’on doit employer
pour trouver ces équations.

5. Nicolas Bourbaki est le pseudonyme collectif d’un groupe de mathématiciens francophones, formé en 1935.

6. Modules sur les anneaux principaux.

7. Source du dernier paragraphe : Liliane ALFONSI. De ['oubli a la reconnaissance : I’exemple des résultats mathématiques
d’Etienne Bézout (1730-1783). avril 2009. URL : https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00425064. 134¢ Congrés national
des Sociétés historiques et scientifiques a Bordeaux du 20 au 26 avril 2009 session "Savants célebres ou obscurs".
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3.4. Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple dans N et Z

Preuve
Puisque a et b sont premiers entre eux, il existe u et v dans Z tels que

au+bv =1

donc en multipliant par ¢
auc + bvc =c¢

Or a divise auc et buc (car a divise bc), donc a divise c.

Remarque 3.4.21 (Remarque historique) : On trouve ce résultat dans les Disquisitiones arithmeticae [Re-
cherches arithmétiques] (1801) du mathématicien, astronome et physicien allemand Carl Friedrich Gauss
(1777-1855). 11 s’agit en quelque sorte d’une généralisation du lemme d’Euclide (voir le théoréeme 3.4.27),

qui dit que si un nombre premier p divise le produit ab, alors p divise a ou p divise b.

Théoreme 3.4.22 (Corollaire 1 : généralisation du lemme de Gauss)
Pour tous les entiers relatifs a, by, ..., b,, c

au lemme de Gauss, et si on fait I’hypothese de récurrence au rang n, alors si a divise b, ... b,(b,,¢), a divise b, c par
hypothese de récurrence, donc a divise ¢ (d’apres le lemme de Gauss).

alb,...b,c
ol = alc
Vie[l,nl,anb, =1
- J
( 3\
Preuve
On prouve par récurrence sur n que pour tous les entiers by, ..., b,, ¢, on a la propriété indiquée : le cas ot n = 1 correspond

Théoréme 3.4.23 (Corollaire 2)
1. Pour tous les entiers a, b, ¢ tels que a et ¢ sont premiers entre eux

aAb=aA(bc)

2. Plus généralement, pour tous les entiers a, b, ¢y, ..., c, tels que pour tout i € [1,n], a et ¢; sont
premiers entre eux
aNb=aAn(bc ...c,)

3. En particulier, pour tous les entiers a, ¢y, ..., ¢, tels que pour tout i € [1,n], a et ¢; sont premiers
entre eux
an(c...c,)=1

Preuve

1. Prouvons que a A b est le pged de a et be. D’une part, a A b divise a et b (donc aussi be). D’autre part, si d divise a alors
d et c sont premiers entre eux puisque a et ¢ le sont. Par conséquent si d divise a et bc, alors d divise b d’apres le lemme
de Gauss, et par conséquent d divise a A b.

2. On en déduit la généralisation par une récurrence immédiate : le cas n = 1 correspond au point précédent, et si on fait
I’hypothese de récurrence au rang n, on a

an((bey...c)e ) =an(be...c)=anb
3. On obtient le dernier point en prenant pour b I’un des c; : si pour tout i € [1, 1], a et ¢; sont premiers entre eux, alors

an(cicy...c))=anc =1
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3.4. Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple dans N et Z

Théoreme 3.4.45 (Algorithme d’Euclide)
On considere deux entiers naturels a et b et la suite (a,,, b,),cn+ définie par récurrence par

(a1, by) = (a,b)
(b,,res(a,,b,)) sib, #0
(a,,b,) sib, =0

(an+1’ bn+1) =

Alors il existe un entier m tel que

m =min{n € N* | b, =0}

aNb=a,

etsim> 1
aNb=a, =b,_;

Preuve
Il existe k € N* tel que b, = 0, car sinon pour tout entier n > 1, b, serait le reste de la division euclidienne de a, par b,
donc on aurait b, < b, et la suite (b,),cx Serait strictement décroissante, ce qui est impossible. Notons alors

m = min{n € N* | b, =0}

Sim = 1alors b = b; = 0 et on a bien
anNb=a=aq

Nous supposons dans la suite que m > 1 (donc b # 0). Prouvons par récurrence sur n que sin < malorsaAb=a, A b,,.

e Pourn=1,onal <met
aANb=a Ab

o Faisons I’hypothése de récurrence au rang n. Si n + 1 < m alors n < m donc b, # 0, et par conséquent
(@415 byy) = (b, res(a,, b,))
Deplus b,,; #0 (carn+ 1 < m) et
a,. Ab,,, =b,Ares(a,,b,)=a,ANb,=aAb
On en déduit par récurrence que pour tout n < m, a A b = a, A b,. Enfin, puisque b,,_; # 0, on a
(a,,0) = (a,,b,) = (b,_.res(a,_,b,_))
donc b,,_, divise a,,_, (car 0 = b,, =res(a,,_;, b,,_;)), et par conséquent

am = bm—l = am—l A bm—l =aAnb

Remarque 3.4.46 : Dans le cas ou a < b, la premiere étape de 1’algorithme revient a permuter les deux
nombres (ce qu’il peut aussi &tre préférable de faire avant de 1’effectuer, pour éviter une étape inutile), car
dans ce cas le reste de la division euclidienne de a par b est a lui-méme, et les deux premicres divisions
euclidiennes effectuées sont

a=bx0+a

puis

b=axqg+r

Voici I’algorithme sous la forme d’un script python définissant la fonction qui a deux entiers a et b associe
anb:
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Algorithme 3.4.47 (Algorithme d’Euclide)
Entrée : deux entiers naturels a et b.
Sortie : a A b.

def pgcd_euclide(a,b):
while (b != 0): # tant que b est différent de O
a,b = b,a%b # a prend la valeur b
# et b prend la valeur res(a,b)
return a

Exemple 3.4.48 (Exemple de calcul de pged)
Calculons le pged de 341 et 36 en effectuant les divisions euclidiennes successives :

341 =36 x9+17

36=17x2+2
17=2x8+1
2=1%x2+0

donc 341 A 36 = 1.

Dans I’algorithme originel d’Euclide, qui apparait dans le livre VII de ses Eléments, les divisions eucli-
diennes sont réalisées a 1’aide de soustractions successives, ce qui est essentiellement le méme algorithme,
car la division euclidienne de a par b

a=bg+r

revient, a partir de a, a effectuer g soustractions de b successives jusqu’a obtenir un entier » < b. Une variante

de I’algorithme utilise aussi exclusivement des soustractions : on pose

ay := max(a, b)
by :

min(a, b)
et on construit la suite (a,, b,),ey telle que
(a1, b,41) = (max(b,,a, — b,),min(b,,a, — b,))
Ainsi pour tout entier n, on a
a,, ANb, 1 =b,A(a,-b,)=a,Nb,

On en déduit par une récurrence immédiate, que pour tout entier n

a,ANb,=anb
b <a

n n

donc la suite (a,),ey €st décroissante : en effet, soita,,; = b, < a,, soita, .| = a, — b, < a,. Comme cette
suite ne peut pas étre strictement décroissante, il existe un entier m tel que a,, = a,,,;. Si0 < b,, < a,, alors
a,. <a,(cra, =b,<a,o0ua,,  =a,->b, <a,), donc

e soit b, = 0;

e soit b, =a,,etalorsa, =b,=a,ceth, =0.
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Chapitre 4

Groupes et anneaux quotients

Prérequis

Les groupes (sections 8.2 du volume 1 et 2.7 du volume 2) et les anneaux (sections 8.4 du volume 1
et 2.9 du volume 2), les relations d’équivalence et ensembles quotients (section 2.2 du volume 2), les
morphismes (sections 2.10 a 2.12 du volume 2) et les lois quotients (section 2.13 du volume 2).

Nous reprenons ici I’étude des lois quotients, c’est-a-dire des lois que I’on peut mettre sur un ensemble
quotient E/ ~, induites par une loi sur E compatible avec la relation d’équivalence ~. Nous verrons quels
types de relations d’équivalence permettent de munir d’une structure de groupe 1’ensemble quotient obtenu
a partir d’un groupe, et de munir d’une structure d’anneau 1’ensemble quotient obtenu a partir d’un anneau.

4.1 Groupes quotients

Dans le cas de groupes, avoir une relation d’équivalence compatible avec la loi impose certaines condi-
tions a cette relation :

Théoreme 4.1.1 (Relations d’équivalence compatibles avec une loi de groupe)
On considere un groupe G.

1. Pour tout sous-groupe H de G, et pour tous les €léments a et b de G, on a les équivalences suivantes :
a'beH = b'la€eH = beaH = a€bH = aH=>bH

De plus, la relation
a~b:=a'beH

est une relation d’équivalence compatible a gauche avec la loi interne. La classe d’équivalence de
aest aH (en particulier H est la classe de I’élément neutre). On 1’appelle la classe a gauche de a.

2. Réciproquement, si ~ est une relation d’équivalence sur G compatible a gauche avec la loi interne,
alors la classe de I’élément neutre est un sous-groupe H de G tel que

a~b < a'beH
3. Pour tout sous-groupe H de G, et pour tous les éléments a et b de G, on a les équivalences suivantes :

ab'eH = ba'leH = beHa = a€Hb = Ha=Hb
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De plus, la relation
def

a~b ZE ab'eH

est une relation d’équivalence compatible a droite avec la loi interne. La classe d’équivalence de a
est Ha (en particulier H est la classe de I’élément neutre). On I’appelle la classe a droite de a.

4. Réciproquement, si ~ est une relation d’équivalence sur G compatible a droite avec la loi interne,
alors la classe de I’élément neutre est un sous-groupe H de G tel que

a~b < ab'eH

Preuve
Prouvons les deux premiers points du théoreme (les démonstrations sont semblables pour les relations d’équivalence com-
patibles a droite).

1. Larelation

o

lef

a~bE a'beH
est

o réflexive puisque

1

aa=e€eH

e symétrique, puisque un élément appartient a un sous-groupe si et seulement si son symétrique lui appartient aussi :
a'beH = (@'b'eH = blaecH
e transitive, puisque sia ~ b et b ~ c, alors
a'lc=@'b)b'c)e H
par stabilité d’un sous-groupe pour la loi de groupe.
C’est donc une relation d’équivalence, qui est compatible 4 gauche avec la loi car si a~'b € H, alors pour tout ¢ dans G
(ca) '(ch)=a'lcleb=abe H
donc ca ~ cb. Par ailleurs, pour tout a et b dans G
a'beH = aa'beaH = beaH
ce qui montre que la classe d’équivalence de a est aH. On en déduit aussi, du fait de la symétrie de la relation,
a'beH = b'laeH = a€bH
Et puisque a ~ b si et seulement si leurs classes d’équivalence sont identiques
a~b = aH=bH

2. Réciproquement, considérons une relation d’équivalence ~ compatible a gauche avec la loi, et notons H la classe de
I’élément neutre e. Vérifions que H est un sous-groupe :

e ¢ € H par définition d’une classe d’équivalence.
e Siaetbsontdes éléments de H, alors par définition a ~ e et b ~ e donc par compatibilité a gauche avec la loi

1 1

a'b~ale~ala=e

et par conséquent a~'b € H.

De plus, comme la relation ~ est compatible a gauche avec la loi,

a~b = a'a~a'h = e~a'b = a'beH

Remarque 4.1.2 : Si la notation de la loi de groupe est additive :
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4.2. Anneaux quotients

De plus @ est surjectif puisque pry, I'est, donc son image est G/N’, et son noyau est
Ker(p) = {xN |x€GetxN'=N'} ={xN|xeN'} =N'/N
Par conséquent N’/ N est un sous-groupe normal de G/ N, et d’aprés le premier théoréme d’isomorphisme
(G/N)/ Ker(@) ~ Im(p)

autrement dit
(G/N)/(N'/N)~G/N'

Remarque 4.1.21 (Vocabulaire) : Les dénominations « premier théoréme d’isomorphisme,. .. » sont usuelles,
mais avec parfois des différences dans la numérotation (en particulier les deuxieme et troisieme théorémes
peuvent étre inversés).

4.2 Anneaux quotients

Dans le cas des anneaux, les relations d’équivalence compatibles avec 1’addition et la multiplication ne
peuvent €tre que des congruences modulo un sous-groupe (pour 1’addition), en raison de la structure de
groupe additif des anneaux. Ces groupes étant commutatifs, tous les sous-groupes sont normaux, mais tous
ne conviennent pas. Pour que la relation d’équivalence soit aussi compatible avec la multiplication, nous
allons voir qu’on ne peut prendre comme sous-groupes que les idéaux bilateres :

Théoreme 4.2.1 (Anneau quotient)
1. Pour tout idéal (bilatere) I d’un anneau (A4, +, X, 0, 1), la congruence modulo I (pour I’addition),
autrement dit la relation d’équivalence

de

a=b modl = a-bel

o

est compatible avec la multiplication de A.

2. Réciproquement, si ~ est une relation d’équivalence compatible avec I’addition et la multiplication,
alors la classe de 0 est un idéal (bilatere) I tel que

a~b < a—-bel

3. Et alors le groupe quotient (A/I,+, I) muni de la loi quotient de la multiplication, est un anneau,
nommé anneau quotient. De plus

e La projection canonique A 2.A /I estun morphisme d’anneaux, de noyau I.

e Si A est commutatif, alors A/ est commutatif.

Preuve

1. La congruence modulo I est définie par
def

a=b modlI = a-bel

Elle est compatible avec la multiplication par définition d’un idéal, car si a = b mod I alors pour tout ¢ € A

ca—cbh=cla—b)el
ac—bc=(a-b)cel
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donc
ca=cbhb mod I
ac=bc mod I
2. Si ~ est une relation d’équivalence compatible avec 1’addition et la multiplication, nous savons déja que la classe de 0 est

un sous-groupe I de (A, +,0) tel que
a~b < a-bel

Il reste a prouver que I estunidéal :sii € I eta € A, alors i ~ 0 donc par compatibilité avec la multiplication
a-i~a-0=0
ira~0-a=0

3. Laloi quotient de la multiplication dans A /I est associative car la multiplication dans A 1’est (et elle est commutative si
la multiplication dans A 1’est), elle admet pour élément neutre la classe de 1, et elle est distributive par rapport a la loi
quotient de I’addition. On en déduit que A/I muni des deux lois quotients est un anneau, et que la projection canonique
est un morphisme d’anneaux (c’est un morphisme pour + et X tel que I’image de 1’unité soit I’unité) dont le noyau est I
(c’est le noyau du morphisme entre les deux groupes additifs sous-jacents).

et par conséquent ai € I etia € I.

Remarque 4.2.2 : Dans le cas particulier ou / est I’anneau trivial {0}, on a pour touta,b € A :
a=b mod {0} < a=5b

et la classe de a est {a}. Dans le cas particulier ou I est I’anneau A lui-méme, ona a = b mod A pour tout
a,b € A, etlaclasse de a est A.

Théoreme 4.2.3 (Sous-groupe multiplicatif des éléments congrus a 1)
Si I est un idéal d’un anneau A, alors I’ensemble

{a€A*|a=1 modI}

est un sous-groupe normal du groupe (A%, X, 1) des éléments inversibles.

Preuve
Notons
N := {aeAX|a51 mod[}

N est un sous-groupe de A* car 1 € N, et le fait que la congruence soit compatible avec la multiplication implique que N
est stable pour la multiplication (sia=1 mod I etb=1 mod I,alorsab=1 mod I)etpour’inverse (sia=1 mod I,

alors 1 =a'a=a' mod I). De plus N est un sous-groupe normal, car si x € N et a € A%, alors

1

axa' = 1=axa'—aa' =a(xa' —a ") =a(x - Da”!

Or I est un idéal et x — 1 € I par définition de N, donc a(x — 1)a™! € I, et par conséquent axa™' € N.

Théoreme 4.2.4 (Théoréeme de factorisation pour les anneaux)
AN s 12 . . 0 T .
On considere un anneau A, un idéal I de A, la projection canonique A Ly /I , et un morphisme
d’anneaux A—L~ A’
1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

e f est compatible avec la congruence modulo I (c’est-a-dire que f est constant sur les classes
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4.2. Anneaux quotients

Preuve
Presque tout a déja été démontré dans le théoreme de factorisation pour les groupes. Il reste a justifier que le morphisme de
groupes @ est aussi un morphisme d’anneaux. On a

(1) = f1) =1

et pour tout x et y dans A

P([x1yD) = e([xy]) = f(xy) = F)f ) = p([xDe([y])
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Chapitre 5

Ordinaux

5.1 Définition et premieéres propriétés

Prérequis
Les ensembles transitifs, la définition des entiers naturels et de 1’ensemble w des entiers naturels
(sections 3.1 a 3.3 du volume 2), et les relations de bon ordre (sections 1.13 et 2.11 du volume 2).

Les résultats de ce chapitre sont indépendants de 1’axiome de fondation, et on ne supposera pas (sauf avis
contraire) que cet axiome est nécessairement vérifié.

Définition 5.1.1 (Ordinal)
On appelle ordinal tout ensemble « vérifiant les trois propriétés équivalentes suivantes :

1. a est un ensemble transitif tel que la restriction de la relation € a a soit une relation de bon ordre
strict, autrement dit :
e « est un ensemble transitif : tout élément de « est un sous-ensemble de «a :

VxE€a,xCa

o Antiréflexivité de la relation d’ordre strict : aucun élément de a n’appartient a lui-méme :

Vx Ea,x & x
o Transitivité de la relation d’ordre strict : pour tous les éléments x, y, z dans a, six € yety € z,
alorsx € z:
X €
Vxyz€a, y = X €z
yEz

e Relation de bon ordre : tout sous-ensemble non vide b de a contient un plus petit élément (pour
la relation d’ordre €), c¢’est-a-dire un élément x qui appartient a tous les autres éléments de b :

VobCa,(b#0 — (Axe b,Vye b,x e youx=y))
2. a est un ensemble bien ordonné tel que pour tout § € «
B =1-,pl,

3. [en présence de I’axiome de fondation] « est un ensemble transitif dont les éléments sont des en-
sembles transitifs.
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Preuve (de I’équivalence des définitions)
1. Faisons I’hypothése qu'un ensemble a vérifie la premiere propriété, et démontrons qu’il vérifie la deuxieéme : si f €

alors
def

1=, Bl, = {r€al|yep}

donc ]—o0, f[, C B, et réciproquement, f C ]—oo, f[, car pour tout y € f, on a aussi y € a (puisque « est un ensemble
transitif et f € y).

2. Faisons I’hypothese qu’un ensemble a (muni d’une relation d’ordre <) vérifie la deuxieme propriété, et démontrons qu’il
vérifie la premiére : pour tout f € «
p=1-00,pl,
et par conséquent :
e Pourtout f € aona f C a,donc a est un ensemble transitif.
e Pour tout f et y dans a
YEP = r<Pp
On en déduit que la restriction de € a a est une relation de bon ordre strict (puisque par hypothése < est une relation
de bon ordre strict sur a).

3. Faisons I’hypothese qu'un ensemble a vérifie les propriétés 1 et 2 (équivalentes d’apres ce qui précede), et démontrons
qu’il vérifie aussi la propriété 3. Nous savons déja que a est un ensemble transitif. Il reste a prouver que ses éléments le
sont aussi. On consideére f € @,y € f,et x € y. Comme f C @, ona y € a donc x € « car « est transitif. Ainsi, x, y, f,
sont des éléments de « tels que x € y et y € f, donc par transitivité de la relation € sur a, on en déduit x € f. Par
conséquent f est un ensemble transitif.

4. Pour cette derniere implication, nous supposons que 1’axiome de fondation est vérifié, et nous faisons I’hypothése qu’un
ensemble a vérifie la propriété 3. Démontrons qu’il vérifie aussi la propriété 1. Il reste a justifier que la restriction de € a
«a est une relation de bon ordre strict :

e L’antiréflexivité de € est une conséquence de I’axiome de fondation (Vx € a, x & x).

e La transitivité de € est une conséquence de la transitivité des éléments de « (si x, y, z dans « sont tels que x € y et
y € z, alors x € z par transitivité de z).

e Relation de bon ordre : puisque la relation € est bien fondée d’apres I’axiome de fondation, la seule chose restant a
justifier est que la restriction de € a a est un ordre total. Cela revient a démontrer que si x et y sont des éléments de o
tels que x & y ety & x, alors x = y. Il suffit de prouver que tous les éléments x et y de a sont tels que x € youy C x
(d’ot1 ’on déduit que si x € yety & x, alors y C x et x C y, donc x = y). Considérons pour cela I’ensemble

E := {yea|5|xea,y¢_xetx¢y}

dont nous voulons démontrer qu’il est vide. Faisons I’hypotheése contraire : d’apres 1’axiome de fondation, il existe
yeEtelqueynE =@.
— Par définition de E, il existe x € a tel que
ygxetx gy

En particulier y \ x # @ (car y € x), donc d’aprés 1’axiome de fondation il existe a € y \ x tel que
an(y\x) =92

Par ailleurs a est un élément de I’ensemble transitif y, donc a C y. Et comme a N (y \ x) = @, on en déduit a C x.
Deplusa # xcara € yetx € y, donc x \ a # @. D’apres ’axiome de fondation, il existe b € x \ a tel que

bn(x\a)=0@

Par ailleurs b est un élément de 1’ensemble transitif x, donc b C x. Et comme b N (x \ a) = & on en déduit b C a.
— Onayn E = @ par définition de y, donc a ¢ E (car a € y). Comme par ailleurs a et b sont des éléments de « (car
a€yety € a,etde méme b € x et x € ), on en déduit en particulier, par définition de E,

aCbhboubea

— b € aesten contradiction avec b € x \ a.
— a C b est aussi contradictoire, car si a C b alors a = b (puisque b C a), en contradiction avec a & x et b € x.

On obtient donc une contradiction et par conséquent E = @ (négation de notre hypothese de départ).
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Remarque 5.1.2 : En présence de 1’axiome de fondation, la formule x ¢ x est automatiquement vérifiée.

Remarque 5.1.3 : L’axiome de fondation a été utilis€ pour démontrer que la troisieme propriété implique
les deux autres. Mais, méme sans cet axiome, la preuve du théoréme montre que si on définit un ordinal par
I’une des deux premieres propriétés (équivalentes), alors les éléments d’un ordinal sont aussi des ensembles
transitifs.

Remarque 5.1.4 : On peut noter que le prédicat « étre un ordinal » correspond & une formule du premier
ordre dans le langage de la théorie des ensembles, la conjonction des formules de la définition ci-dessus :

a est un ordinal

o
<8

€

VxEea,xCa

Vx Ea,x & x

Vx,y,Zz€Ea,(x EyetyE€Ez) = X Ez
VbCa,(b#@0 — (Ax € bVye b x Eyoux=y))

Ce qui permet de définir la classe des ordinaux, que je noterai @#<. Nous verrons plus loin que c’est une
classe propre, c’est-a-dire que cette classe ne forme pas un ensemble, et j’utiliserai donc, comme indiqué dans
le volume 2 a propos des classes, le symbole € pour les raccourcis suivants :

o
@
-

a € Ord = a estun ordinal
Va € Ord,F E Va, (a estun ordinal — %)
e € Ord,F £ Ja, (a est un ordinal et &)

Je rappelle que ce symbole € n’est pas formellement le méme que le symbole € entre ensembles puisque
O#< n’est pas un ensemble.

Théoréme 5.1.5 (Propriétés élémentaires des ordinaux)
1. L’ensemble vide est un ordinal.

2. Si a est un ordinal, alors a & «.

3. Si a est un ordinal, alors son successeur S « (autrement dit @ U {a}) est un ordinal.

Preuve
1. L’ensemble vide est un ordinal de fagon triviale.

2. Pour tout ordinal a, si @ € a alors a ¢ a (comme tout élément d’un ordinal), ce qui est contradictoire, donc a & a.

3. On considere un ordinal a. Nous savons déja que le successeur d’un ensemble transitif est un ensemble transitif. Il reste
a prouver les trois autres points de la définition :
e Pourtoutx € Sa,onax € aoux = a.Six € aalors x ¢ x (puisque a est un ordinal), et si x = « alors x ¢ x d’apres
la propriété précédente.
e On considere des éléments x, y, z de S tels que x € y et y € z. Nous voulons démontrer que x € z. Si x, y, z sont
dans a, alors x € z puisque a est un ordinal. Sinon, au moins un de ces trois ensembles est égal a a.

— Six=aalorsy#acarx € yeta ¢ a,doncy € a. Onen déduita € yety € @, donc @ € « (car « est transitif),
ce qui est impossible.

— Siy=aalors z # a (car a € @), donc z € a. On en déduit comme précédemment que @« € zet z € a, donc a € a,
ce qui est impossible.

— Siz=aalors x € yety € a, donc x € a puisque « est transitif, autrement dit x € z.
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5.4. Ordinaux et ensembles bien ordonnés

On en déduit @ < sup A, et par conséquent
SUpA =a«a

5.4 Ordinaux et ensembles bien ordonnés

Prérequis
Les relations de bon ordre et les isomorphismes d’ensembles ordonnés (sections 1.13,2.11, 5.2 et 6.3
du volume 2).

La construction précédente des ordinaux est due au mathématicien et physicien américano-hongrois John
von Neumann (1903-1957). Une autre définition équivalente des ordinaux est basée sur les classes d’équi-
valence des ensembles bien ordonnés, c’est-a-dire qu’un ordinal représente une relation de bon ordre donnée
(une collection d’ensembles isomorphes pour 1’ordre). Cette approche est assez délicate pour la théorie des
ensembles ZFC, puisqu’elle fait intervenir des collections qui ne sont pas des ensembles (la classe des or-
dinaux n’est pas un ensemble). On peut néanmoins retrouver cette approche des ordinaux en appliquant les
résultats obtenus sur les ensembles ordonnés.

Théoréme 5.4.1 p
Pour toutes classes d’ordinaux & et 9, pour toute fonction strictement croissante & —— 9 , et tout
aed

a< fa)

Preuve
Faisons I’hypothese que la classe
G = {acd |a> f(a)}

n’est pas vide. € est une classe non vide d’ordinaux, donc contient un plus petit élément a. Tout ordinal f < a n’appartient
pas a €, donc est tel que

B<f(B) < fo)

(car f est strictement croissante), et par conséquent

Voeafe flo

autrement dit « C f(a), ou encore @ < f(a), en contradiction avec « € €. On en déduit € = @, et par conséquent pour
touta € o

a< f(a)

Théoréme 5.4.2 (Corollaire) ;
Pour tous les ordinaux « et f, et toute fonction « —— f ,

1. si f est strictement croissante, alors

a<p
2. si f est un isomorphisme pour 1’ordre, alors

a=pf

f=id,
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Preuve
1. D’apres le théoreme précédent, si f € a (autrement dit f < a), alors

BSfFB)<p
(puisque f(f) € p par définition de f), ce qui est contradictoire. On en déduit § > a.

2. 81 . f est un isomorphisme, alors f et f~! sont strictement croissantes, donc d’aprés ce qui précéde a < f
et f < a, et par conséquent @ = f. Et comme le seul automorphisme d’un ensemble bien ordonné est 1’identité, on en
déduit f = id,. On pouvait aussi, sans faire appel a cette propriété, utiliser & nouveau le théoréme précédent pour justifier
f =id, :pourtouty € «

r<fS S =y

donc f(y) =v.

Théoreme 5.4.3 (Isomorphisme entre ensemble bien ordonné et ordinal)
Tout ensemble bien ordonné est isomorphe a un unique ordinal, et cet isomorphisme est unique.

Preuve 1 (faisant appel au théoréme de comparaison des bons ordres du volume 2)

Notons tout d’abord que si un ensemble bien ordonné est isomorphe a un ordinal, cet ordinal est unique d’apres le théoréme
précédent (puisque deux ordinaux isomorphes sont égaux), et I’'isomorphisme est unique puisqu’il n’existe qu’un isomor-
phisme possible entre deux ensembles bien ordonnés (je ne referai pas cette remarque préliminaire pour les deux autres
preuves de ce théoreme). Il reste a justifier 1’existence de cet ordinal. Il suffit pour cela d’appliquer le théoréme de comparai-
son des bons ordres (théoréeme 2.11.19 du volume 2), au cas d’un ensemble bien ordonné (FE, <) et de la classe localement
bien ordonnée (O#&, €) :

e Soit E est isomorphe a la classe des ordinaux, ce qui est impossible car E est un ensemble et @#« une classe propre, et
d’apres le schéma de remplacement 1I’'image d’un ensemble par une fonction doit étre un ensemble.

e Soit la classe des ordinaux est isomorphe a un segment initial strict de E ce qui est impossible pour la méme raison.

o Soit E estisomorphe a un segment initial strict de la classe des ordinaux, c’est-a-dire un ensemble de la forme |—co0, @[4,.4
autrement dit E est isomorphe a un ordinal a.

Preuve 2
On considere un ensemble bien ordonné E. Construisons par récursion (métathéoréeme 6.3.1 du volume 2) la fonction f de
E dans la classe de tous les ensembles, telle que pour tout x € E

S =Im(f o) = {fO |y <x}

et notons a I’image de cette fonction. D’apres le schéma de remplacement, « est un ensemble. Nous allons démontrer que
c’est un ordinal isomorphe a E. Voyons d’abord sur un exemple la construction de a : si E est un ensemble bien ordonné
ayant trois éléments tels que

a<b<ec

alors
f@={fly<al=0=0
FO={fnly<b}={f@}={0}=1
F@={fWly<ct=A{fla. f(B}=1{0,1} =2

Dans cet exemple a = {0, 1,2} = 3.

e Prouvons que pour tout x € E, f(x) &€ f(x), en faisant I’hypothése contraire que I’ensemble

A= [xeE| f(x) € f(x)}

est non vide. A admet alors un plus petit élément m tel que f(m) € f(m). Par définition de f, il existe y < m tel que
f(m) = f(»). On en déduit f(y) € f(»), en contradiction avec le fait que m soit le plus petit élément de A, et par
conséquent A = @.

e Prouvons que FE L. a est une bijection. Cette fonction étant surjective par définition (a est I'image de f), il reste a
prouver I’injectivité. On considere x et y dans E tels que x # y. L’ordre étant total, on a par exemple y < x (le raisonnement
est semblable si x < y), donc f(y) € f(x) par définition de f. Or d’apres ce qui précede f(x) € f(x), donc f(x) # f(p).
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5.6. Fonctions normales

Théoréme 5.6.5 (Caractérisation des fonctions normales)
Si une fonction O»& —— Ord est telle que pour tout ordinal limite A

Jf(A) = sup{ f(®)}

a<i

alors f est normale si et seulement si

Va € Or4, f(a) < f(Sa)

Preuve
L’un des sens de I’équivalence est immédiat, puisqu’une fonction strictement croissante est en particulier telle que

Va € Ord, f(a) < f(Sa)
Réciproquement, faisons 1’hypothése que tout ordinal a est tel que f(a) < f(S a), et considérons un ordinal @ quelconque.
Prouvons par récurrence transfinie sur f, que si a < g alors f(a) < f(f) :
e e résultat est trivial pour f = 0 (a £ 0).
e Faisons I’hypothese de récurrence pour . Si @ < S f alors a < f# donc
— soita = g, etalors f(a) = f(f);
— soita < f, et alors par hypothese de récurrence f(a) < f(f).

On a donc dans tous les cas

@< fB<fESPH
e Faisons I’hypothese de récurrence pour tout y < f avec f ordinal limite. Si a < f alors Sa < f (puisque f est limite),
donc
fl@) < fSa) < SUII;{f(J/)} =f®
y<

Théoreme 5.6.6 (Stabilité des ordinaux limites par les fonctions normales)
Si Ord —— Ord est une fonction normale, et A un ordinal limite, alors f(A) est aussi un ordinal
limite.

Preuve

On considére une fonction normale O»< <. O#d et un ordinal limite A. Pour justifier que f(4), qui est non nul (car

f(4) = A > 0), estun ordinal limite, il suffit de prouver que tout f < f(A)esttel que S f < f(4). Comme f(A) = sup{ f(a)},
a<i

on déduit de la définition d’une borne supérieure que si f < f(4) alors il existe un ordinal @ < A tel que f(a) > f. Puisque
f est strictement croissante on a f(a) < f(A), donc

S fla) < f(D

Par conséquent f(4) est un ordinal limite.

Théoreme 5.6.7 ;
Pour toute fonction normale Oz —— O#»d et tout ordinal y > f(0), I’ensemble

{a €Ord | f(a) <y}

admet un plus grand élément.
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Preuve
Notons

A= {a€0rd| f(@)<y}={a €[0,7]p,y | f(0) <7}
(voir la remarque ci-dessous). L’ensemble A est transitif car si a € f et f € A, alors par définition @ < f et f(f) < y donc
par stricte croissance de f
fl@y<fB<y
et par conséquent @ € A. On en déduit que A est un ensemble transitif d’ordinaux, donc c’est un ordinal. Si A est un ordinal

limite, alors
fA)= sug{f(a)} <y

donc A € A, ce qui est contradictoire. On en déduit que A n’est pas un ordinal limite. De plus A # O (autrement dit A # @)
car 0 € A. Par conséquent A est un ordinal successeur, donc il a un plus grand élément (son prédécesseur).

Remarque 5.6.8 : La classe
A = {a€brd| f(a) <y}

est bien un ensemble, puisque un ordinal appartenant a & est tel que
a< f(a) <y
donc & est inclus dans 1’ensemble des ordinaux inférieurs ou égaux a y, c’est-a-dire que & est I’ensemble

{@€10.71p,q | f(@ <7}

Théoreme 5.6.9 ;
Pour toute fonction normale O#»d —— O#»& et tout ensemble non vide A d’ordinaux,

f(sup A) = sup{f(a)}

aEA

Preuve
e Tout a € A esttel que a < sup A, donc puisque f est (strictement) croissante

f(a) < f(sup A)
et par conséquent

sup {f ()} < f(sup A)

a€A

e Inversement, prouvons f(sup A) < sup {f(a)} :
a€A
— Sisup A =0alors A = {0}, donc f(A) = {f(0)} et f(sup A) =sup{f(a)}.
- a€EA

— Si sup A est le successeur d’un ordinal y, alors puisque u < sup A il existe f € Atelque u < f,doncsupA=Su < f.
On en déduit
Sf(sup A) < f(B) < sup{f(x)}
aEA

— Sisup A est un ordinal limite, alors pour tout ¢ < sup A il existe § € A tel que u < f, donc

fw) < f(B) < sug{f(a)}

On en déduit, puisque f est une fonction normale et sup A un ordinal limite,

f(sup A) = SUPA{f(ﬂ)} < sug{f(a)}

p<sup
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Théoréme 5.6.10 (Corollaire) P
Pour toute fonction normale O#»<& —— O#»< , pour tout ordinal f et toute fonction f . 0rd ,

S (sup{g(y)}) = sup{f(g(r))}
r<p r<p

Preuve
Appliquons le théoreme précédent a I’'image de g, qui est un ensemble d’ordinaux :

f(supIm(g)) = sup {f(a)}

aclm(g)

{f(@) | a€lm(g)} ={f(g)|r€P}
donc

f(sup{g(»)}) = f(supIm(g)) = SUE{f(g(V))}

r<p

5.7 Arithmétique des ordinaux

Prérequis
Les différentes variantes de 1’ordre antilexicographique (section 1.14 du volume 2 et section 1.6 de ce
volume), et le principe de récurrence transfinie (section 5.5).

Introduction

Nous pouvons définir des opérations arithmétiques sur la classe des ordinaux, qui généralisent les opéra-
tions arithmétiques sur N (addition, multiplication,...), de facon équivalente :

1. Par la propriété des ensembles bien ordonnés isomorphes a un unique ordinal : le résultat d’une opéra-
tion entre deux ordinaux peut étre défini comme 1’unique ordinal isomorphe a un ensemble bien ordonné
construit a partir de ces deux ordinaux.

2. Par récurrence transfinie en généralisant, a I’aide du théoréeme 5.5.2, les définitions de 1’arithmétique de
Peano.

On notera que ces méthodes font toutes les deux appel au schéma de remplacement (via 1’existence d’un
ordinal isomorphe a un ensemble bien ordonné, ou via le principe de définition par récurrence transfinie).

Nous avons aussi défini des opérations entre cardinaux (section 4.11 du volume 2) qui généralisent les
opérations arithmétiques sur N. Attention, ces opérations ne sont pas équivalentes. Si deux ordinaux «a et
sont aussi des cardinaux (nous verrons dans le chapitre 6 la construction usuelle des cardinaux dans ZFC, qui
sont choisis parmi la classe des ordinaux), I’addition, par exemple, des cardinaux a et f, ne donnera pas le
méme résultat (en général) que 1’addition des ordinaux « et f. C’est le contexte qui permettra de déterminer
s’il s’agit d’une addition ordinale, ou d’une addition cardinale.
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Addition

Définition 5.7.1 (Addition ordinale)
Pour tous les ordinaux « et # on définit « + f#, de maniere équivalente

1. Comme I’unique ordinal isomorphe a I’ensemble (bien ordonné) « LI #, muni de 1’ordre antilexico-
graphique.

2. Par récurrence transfinie sur f :

a+0=a
a+Sp=Sa+p)

a+p=supla+y} sipeLim
r<p

Preuve
1. La définition par I’isomorphisme a un sens : puisque les ordinaux « et f sont bien ordonnés, I’ensemble a LI f, muni de
I’ordre antilexicographique, est un ensemble bien ordonné, donc il est isomorphe a un unique ordinal.

2. Justifions en détail que la définition récursive a un sens : pour tout ordinal a, appliquons le principe général de définition
par récurrence transfinie avec

Ord — Ord % — Ord
A= Ord a:= a F,: F,:
p—Sp f — supIm(f)
Ona: _
a+p €GP

ol Ord —S = Ord est I’unique fonction telle que pour tout ordinal

GO)=a

G(S p) = Fi(G() = S(G(p))

G(p) = F,(Gl) = supIm(G|,) = su%){G(y)} sipeZim
y<

La justification de I’équivalence des définitions sera donnée plus loin.

Remarque 5.7.2 : 1l est possible de prouver ici que les deux définitions sont équivalentes, mais je préfere
donner d’abord différentes propriétés de 1’addition ordinale, d’ott découlera de facon immédiate cette équi-
valence.

Remarque 5.7.3 : Quelques conséquences immédiates de la définition par récurrence transfinie :

1. Larestriction de 1’addition ordinale aux entiers coincide avec 1’addition qui a été définie sur I’ensemble w
(c’est la méme définition). En particulier, I’addition de deux ordinaux finis est un ordinal fini.
2. Pour tout ordinal «
a+1=a+S0=S(a+0)=Sa

3. Pour tout ordinal a, la fonction x — a + x est une fonction normale, puisque par définition si § est un
ordinal limite

a+ p=supf{a+y}
r<p

et cette fonction est strictement croissante car pour tout ordinal f

a+Sp=Sa+p)>a+p

172



Ces pages ne sont pas incluses dans ’apercu.



5.8. Théoréme de Goodstein

Dans le cas ou f est un ordinal limite, le théoréme précédent montre que

sup{a’} = o
r<p

mais sup{y®} peut étre strictement inférieur a . Par exemple
r<p

sup{y“} = w < @
y<w

(car0” =0, 1 =1,etsil <y < w alors y* = w).

Théoréme 5.7.48 (Equivalence des définitions de I’exponentiation ordinale)
Les deux définitions de 1’exponentiation ordinale sont équivalentes.

Preuve
Si on définit @ comme I’unique ordinal isomorphe 4 1’ensemble (bien ordonné) @”, muni de 1’ordre antilexicographique,
alors les théorémes précédents prouvent que pour tout a # 0 et tout

a’ =1
S =a -«

of =supl{a’} sipePLim
r<p

donc la fonction x — a* est I’'unique fonction vérifiant cette récurrence. De plus, si « = 0 on a bien

o = 1 sip=0
"0 sinon

Nous pouvons encore une fois compléter la liste des ordinaux :

0 — 1 — 2 0] — w+1 — w+2
w2 — w22+l — 0-2+2 .. w-3 — w-3+1 — w-3+2
»’ — @*+1 ... Pte ... P+w-2 ... o’ ®
w®-2 ... @®? w® @)

5.8 Théoréme de Goodstein

Nous allons voir dans cette section une application classique des ordinaux : la démonstration du théoréeme
de Goodstein (évoqué dans le volume 1), a I’aide de calculs sur les ordinaux, ce qui peut d’ailleurs sembler
un peu étrange au premier abord, car ce théoréme ne porte que sur les nombres entiers.

Théoréme 5.8.1 (Lemme)
On considere un ordinal y, des ordinaux ay, ..., a, (n # 0) tels que

a, > o000 = ay
et des ordinaux 6y, ..., 6, strictement inférieurs a y. Alors pour tout ordinal § > a,,

yan.5n+...+}/al.5l<yﬂ
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prouvable dans I’arithmétique de Peano (du premier ordre). Comme par ailleurs il n’est pas non plus réfutable
(car si I’arithmétique de Peano prouvait la négation du théoréme, ZFC prouverait aussi cette négation, ce qui
n’est pas le cas sauf si ZFC est contradictoire), cela signifie que cet énoncé est indépendant dans 1’arithmétique
de Peano.

5.9 Univers de von Neumann et axiome de fondation

Prérequis
La cloture transitive d’un ensemble (section 6.4 du volume 2) et 1I’axiome de fondation (section 6.5
du volume 2).

Nous allons dans cette section définir ce que I'on appelle I'univers de von Neumann, et revenir sur
I’axiome de fondation (je rappelle que nous ne supposons pas, dans ce chapitre, que cet axiome est auto-
matiquement vérifié).

Définition 5.9.1 (Hiérarchie cumulative, univers 7 de von Neumann ¢)
1. On définit par récurrence transfinie la classe des ensembles V/, (ol a est un ordinal), que I’on appelle
la hiérarchie cumulative de von Neumann) :

Vo=0 (=)

Va+1 = Q(Va)

v.=Jv  siaeZim
f<a

2. On appelle univers de von Neumann, que I’on note 7, la classe des ensembles qui appartiennent a
un ensemble V, :

o
L8

e

v

o
aE0rd

17— x|da € Ord,x €V,
U g

a. John von Neumann (1903-1957), mathématicien et physicien américano-hongrois.

Remarque 5.9.2 : 7" est par définition la classe des ensembles qui appartiennent a un V,, mais si un en-
semble A est inclus dans un V,, alors A appartient aussi a 7, car A € P (Va) = Vi1

Exemple 5.9.3
Ona

Vyo=0
Vi=2(Vy) ={0}=1
V=2 (V) ={0,{0}} = {0,1} =2

matical Society 14 (1982), p. 285-293.
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Vs = P(V,) = {0,{0}, {1}, {0,1}} = {0, 1,2, {1}}
V, est un ensemble dont les 16 éléments sont

0

L {1}, {2}, {{1}}

2,{0,2}, {0, {1} }, (1.2}, {1, {1}}. {2, {1}}
3,{0,1,{1}},{0,2, {1}}, {1,2, {1}}
{0,1,2,{1}}

Vs est ’ensemble des parties de V, contenant donc 2!'® éléments; et ainsi de suite. Pour le plus petit
ordinal limite, w, V,, est la réunion de tous les ensembles V, (avec n entier naturel) :

v,=Uv=Umw

n<w new
( )
Théoréme 5.9.4
Pour tout ordinal a, V,, est un ensemble transitif.
| J
Preuve

C’est immédiat par récurrence transfinie, car d’une part si un ensemble est transitif il en est de méme pour 1’ensemble de

ses parties, et d’autre part la réunion d’une famille d’ensembles transitifs est transitive :
e V,, c’est-a-dire 'ordinal O, est (trivialement) transitif.
e SiV, est un ensemble transitif, alors & (V, ), ¢’est-a-dire V,, , est transitif.

e Si pour tout f strictement inférieur a 'ordinal limite a, V est transitif, alors V,, qui est une réunion (indexée par a)
d’ensembles transitifs, est transitif.

Théoréme 5.9.5
La famille (V,),c@,¢ €St croissante : si « et f sont deux ordinaux tels que a < g, alors

vV, SV,

Preuve
On considere un ordinal @. Démontrons V, C V; par récurrence transfinie sur f§ > a :

e e résultat est trivial pour f = a.

o Faisons I'hypothese V, C V. Puisque V; est un ensemble transitif
VagVﬁgg’(Vﬁ)zVﬂH
e On considere un ordinal limite § tel que § > a. Si @ = f le résultat est établi, et si @ < f alors on a par définition

v.clUv=v

r<p
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Chapitre 6

Cardinaux

6.1 Définition et premieéres propriétés

J’ai donné dans le volume 2 une définition provisoire des cardinaux consistant a affirmer de maniére
axiomatique 1’existence, pour tout ensemble A, d’un ensemble |A| tel que |A| = | B| si et seulement si A et
B sont en bijection. Nous allons maintenant voir comment nous pouvons construire, a I’aide des ordinaux et
de I’axiome du choix, une telle fonction (A — | A|) définie sur la classe de tous les ensembles.

Définition 6.1.1 (Cardinal)
1. On dit qu’un ordinal « est un cardinal lorsqu’il est le plus petit des ordinaux en bijection avec lui
(c’est-a-dire que si ’ordinal g est en bijection avec a, alors a < f) :

of ae@f‘d
VBeOrd, f~a = a<p)

o

« est un cardinal

ce qui équivaut aussi a dire, par contraposition, que tout ordinal strictement inférieur a a n’est pas
en bijection avec a :

g' ae@"d
T\ VBebrL (B<a = Bxa)

« est un cardinal

2. Pour tout ensemble A, on appelle cardinal de A le plus petit ordinal en bijection avec A, autrement
dit I'unique cardinal en bijection avec A. On le note |A] :

de

|A] = min{a € Ord | a ~ A}

=

Preuve

La définition du cardinal de A a bien un sens. En effet, nous savons qu’il existe au moins un ordinal en bijection avec A (tout
ensemble peut étre bien ordonné d’apres le théoreme de Zermelo, et tout ensemble bien ordonné est isomorphe a un ordinal,
donc est a fortiori en bijection avec cet ordinal). Par conséquent la classe des ordinaux en bijection avec A est non vide, et
admet un plus petit élément, qui est par définition le cardinal de A. Ce plus petit élément « est par ailleurs un cardinal (tout
ordinal en bijection avec lui est en bijection avec A donc est supérieur ou égal a a), et il est unique puisque deux cardinaux
distincts ne peuvent pas étre en bijection (si deux ordinaux en bijection sont tels que @ < f, alors par définition f ne peut
pas étre un cardinal).

Remarque 6.1.2 (Notations) : Pour désigner le cardinal de A, on trouve aussi d’autres notations comme
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|A|l, #A, ou card(A).
Remarque 6.1.3 : Un ensemble A est un cardinal si et seulement si A = |A|.

Remarque 6.1.4 : Pour tout ordinal a, soit a est un cardinal, et alors |a| = a, soit @ n’est pas un cardinal, et
alors |a| < a.

Théoréme 6.1.5 (Caractérisation des ensembles en bijection par leur cardinal)
Deux ensembles A et B sont en bijection si et seulement si |A| = | B].

Preuve

Si |A| = | B| alors A et B sont en bijection avec un méme ordinal, donc sont en bijection. Réciproquement, si A et B sont en
bijection, | B| est un ordinal en bijection avec B, donc avec A, et par conséquent |A| < | B|. De la méme maniére | B| < |A],
donc |A| = |B].

Remarque 6.1.6 : En particulier deux cardinaux sont en bijection si et seulement si ils sont égaux.

Remarque 6.1.7 : Nous retrouvons la propriété prise comme définition provisoire des cardinaux dans le
volume 2. La définition précédente est donc bien compatible avec cette définition provisoire. En particulier,
les trois propriétés suivantes sont équivalentes (et signifient de maniere informelle que les ensembles A et B
ont la méme taille) :

e A et B sont en bijection.
o Il existe une injection de A dans B et une injection de B dans A.
o |Al =B|.

Remarque 6.1.8 : On peut noter que c’est I’axiome du choix (via le théoréme de Zermelo) qui a permis
d’associer un cardinal a tout ensemble. Sans cet axiome, on peut toujours associer a tout ensemble qui peut
étre bien ordonné, le plus petit des ordinaux qui sont en bijection avec lui, mais ce n’est plus possible si
I’ensemble ne peut pas étre bien ordonné (ce qui peut arriver si I’axiome du choix, équivalent au théoréme du
bon ordre de Zermelo, n’est pas vérifi€). Dans ce cas une possibilité pour définir le cardinal de tout ensemble
est d’utiliser I’astuce de Scott, c’est-a-dire de définir le cardinal d’un ensemble A comme I’ensemble de
tous les ensembles en bijection avec A, ayant un rang minimum (dans ’univers de von Neumann) parmi les
ensembles en bijection avec A :

X~A
VY, (Y A = rang(Y) > rang(X))

o
@
Z,

|A| X |

Il s’agit bien d’un ensemble, et pas d’une classe propre, inclus dans un V,, : en notant
a:= mn{fe€Ord |IX €V, X ~ A}

la classe précédente est I'intersection de V, et de la classe des ensembles en bijection avec A, donc est incluse
dans V, :
X~A
Al={ X eV,
VY,(Y ~ A = rang(Y) > rang(X))
Comme o < rang(A) + 1 (car A € Viyye(4)4+1 € A = A), on a aussi

X~A

|A| rang(A)+1 | VY, (Y ~ A = rang(Y) > rang(X))
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